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本 书 根据 施 普 林 格 出 版 公司 1984 年 俄 文 第 一 版 英 译本 和 莫斯科 大 学 出 
版 社 1983 年 俄 文 第 二 版 增 WA, 后 又 参照 施 普 林 格 出 版 公司 1986 ER 
文 第 二 版 英 译本 进行 了 校订 。 


内 容 简介 


突变 理论 是 一 门 新 的 学 入 ИИ 而 且 在 
报刊 上 ,都 成 了 激烈 争论 的 话题 。 

这 本 小 册子 清晰 地 解 琴 了 什么 是 突变 理 愉 ， mo 
持 者 与 反对 者 中 闻 激 起 巨大 的 激 售 。 本 书 也 包含 了 关于 奇 点 各 分歧 的 
数学 理论 中 一 些 没有 争论 的 结果 。 本 书 还 叙 镍 了 以 下 各 方面 的 研究 情 
Я: 焦 散 面 和 波 阵 面 的 形状 以 及 它们 的 变态 、 字 宙 的 大 范围 结构 、 最 优 
控制 问题 、 变 分 法 中 的 奇 点 ,可 见 轮廓 的 次 点 、 六 几何 与 接触 几何 等 。 

书 中 绘制 了 许多 精美 的 插图 ,它们 是 本 书 的 一 个 不 可 分 割 的 部 分 。 
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中 文 版 前 言 


我 很 高 兴 地 知道 ,我 的 书 将 出 中 文 版 。 我 希望 ,中 国 的 读者 们 
4 将 会 象 苏联 和 其 它 国家 的 科学 家 们 所 做 的 那样 ， 与 突变 的 危险 作 
斗争 。 我 还 希望 ， 我 们 两 国之 间 的 科技 合作 今后 将 会 变 得 更 加 活 
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B.H. MÈ it 
1987 Æ 6 H 10 日 于 莫斯科 


中 译 者 附 言 


1972 年 汤姆 《结构 稳定 与 形态 发 生 > 一 书 的 出 版 标志 着 突变 
理论 的 诞生 ,从 那 时 到 现在 ,已 有 十 几 年 的 历史 了 。 突 变 理论 在 这 
十 几 年 的 发 展 过 程 中 ,取得 了 很 大 的 进展 ,引起 了 人 们 的 广泛 注意 
和 讨论 , 迄今 已 形成 了 三 大 学 派 , 它们 分 别 是 法 国 的 汤姆 学 派 、 英 
国 的 齐 曼 学 派 和 苏联 的 阿 诺 尔 德 学派 。 

本 书 作者 阿 诺 尔 德 生 于 1937 年 ， 是 在 50 年 代 成 长 起 来 的 苏 
联 新 一 代数 学 家 和 科学 家 。 在 他 还 很 年 轻 的 时 候 ， 就 与 柯 尔 莫 哥 
洛 夫 合作 ， 解 决 了 在 一 定 条 件 下 的 希 尔 伯 特 第 十 三 个 问题 。 在 
1965 年 他 与 柯 尔 莫 哥 洛 夫 共 获 列宁 奖 。 他 还 在 分 析 力学 、 流 体力 
学 和 动力 系统 等 领域 作出 过 重大 贡献 。 被 誉 为 廿 世纪 分 析 力 学 最 
重要 结果 的 KAM 定理 中 的 字母 A 就 是 指 阿 诺 尔 德 。 从 1965 年 
起 ,他 开始 奇 点 理论 及 其 应 用 的 研究 至 今 ,又 做 出 了 一 系列 重要 的 
工作 ， 分 别 于 1974 年 和 1983 年 两 次 获得 在 每 四 年 召开 一 次 的 国 
际 数 学 家 大 会 上 作 一 小 时 报告 的 殊荣 ,他 还 于 1982 年 与 著名 数学 
家 尼 伦 伯 格 一 起 荣 腐 首届 克 雷 福 德 数学 奖 [ 克 雷 福 德 奖 是 由 瑞典 
皇家 科学 院 评选 ,瑞典 国王 颁发 , 奖 给 在 数学 、 天 文学 、 外 太空 生物 
学 和 地 球 科 学 这 几 个 不 包括 在 诺 贝尔 奖 里 的 领域 的 基础 研究 中 做 
出 了 杰出 贡献 的 人 ]。 此 外 ， 法 国 巴 黎 大 学 于 1974 年 授予 他 荣誉 
博士 学 位 ,美国 国家 科学 院 还 于 1983 年 将 他 选 为 国外 院士 。 

突变 理论 所 涉及 到 的 数学 知识 是 广泛 而 又 深刻 的 ， 所 以 它 的 
严格 的 数学 表述 以 及 基本 定理 的 证 明 需 要 很 长 的 篇 幅 才 能 完成 ， 
而 且 也 不 是 一 般 读者 所 能 理解 的 。 要 把 这 样 深刻 的 理论 以 通俗 的 
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方式 介绍 给 一 般 读 者 , 必须 简明 扼要 , 深入 浅 出 , 这 需要 有 举重 若 
轻 的 本 领 。 阿 诺尔 德 的 这 本 书 正 是 做 到 了 这 一 点 ! А 

这 本 书 以 简洁 优美 的 文字 , 丰富 生动 的 插图 ,以 不 具备 专业 数 
学 知识 的 读者 为 对 象 , 避 开 了 突变 理论 严格 的 数学 描述 和 证 明 , 而 
着 眼 于 它 的 思想 实质 和 它 在 各 个 领域 里 可 能 的 应 用 ， 全 面 地 介绍 
了 突变 理论 的 基本 内 容 ， 指 出 了 进一步 研究 的 方向 。 无 论 是 专家 
还 是 一 般 读 者 都 能 从 不 同 的 角度 得 到 益处 。 另 外 还 值得 指出 的 
是 ,这 本 书 中 大 量 有 关 苏 联 学 者 工作 的 介绍 , 极 好 地 弥补 了 西方 人 
的 著作 的 不 足 。 虽 然 本 书 篇 幅 不 大 ， 但 却 涉及 到 了 许多 领域 中 深 
刻 的 内 容 , 而 又 条 理 清 晰 。 也 正 由 于 本 书 篇 幅 不 大 ,所 以 能 使 读者 
在 极 短 的 时 间 内 就 可 获得 有 关 突 变 理论 的 基本 内 容 的 清晰 的 知 
识 。 译 者 深信 ， 这 样 优秀 的 著作 是 值得 翻译 出 来 向 国内 读者 介 
绍 的 。 

七 十 年 代 ， 国 际 上 关于 突变 理论 曾 有 一 场 大 争论 。 在 众多 的 
论争 文章 中 , 古 肯 海 默 的 《突变 理论 之 争 一 文 是 对 有 关 争 议 作 了 
比较 全 面 和 公允 综述 的 好 文章 。 为 了 让 读者 详细 地 了 解 这 场 争 
论 ， 译 者 把 它 译 出 作为 本 书 的 附录 。 阿 诺尔 德 于 今年 6 月 初 给 译 
者 来 信 , 对 将 突变 理论 之 争 ?这 篇 文章 作为 附录 一 事 表示 狗 同 ,并 
欣然 为 中 译本 写 了 序言 ， 而 且 还 给 译 者 寄 来 了 他 的 另 一 篇 关于 突 
变 理论 的 新 作 。 他 的 这 篇 新 作 的 风格 与 这 本 书 的 风格 类 似 ， 篇 幅 
与 这 本 书 的 篇 幅 也 大 致 相等 ， 但 内 容 却 互 不 重复 。 译 者 希望 今后 
能 有 机 会 ,比方 说 作为 这 个 中 译本 的 第 二 版 的 一 部 分 ,将 它 介 绍 给 
国内 的 读者 ， 使 得 我 们 对 苏联 的 阿 诺 尔 德 学 派 的 工作 有 更 多 的 
了 解 。 

译 者 在 翻译 这 本 书 的 过 程 中 ， 自 始 至 终 都 得 到 了 我 的 老师 李 
培 信 先生 和 学 兄 余 建 明 的 指点 和 帮助 。 尤 为 令 人 感动 的 是 ， 李 培 
信 先生 以 重病 之 抠 ， 逐 字 逐 句 校 阅 了 这 个 译本 。 译 者 谨 在 此 向 他 
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们 表示 由 囊 的 谢意 。 


际 k 
1987 年 10 月 于 北京 中 关 村 


Mu 


moe 


英文 第 二 版 前 言 


世界 的 数学 描述 依赖 于 连续 性 和 不 连续 的 、 离 散 的 现象 之 间 
很 难 把 握 的 相互 作用 。 人 们 首先 认识 的 是 不 连续 的 、 离 散 的 现象 。 
如 蒙特 尔 所 宣告 的 那样 ,“ 函 数 就 像 生物 一 样 , НЕА 
划 ?。 奇 点 \ 分 歧 和 突变 是 用 来 描述 从 光滑 、 连 续 的 结构 中 产生 离 
散 结构 的 不 同 的 术语 。 

近 三 十 年 来 , 奇 点 理论 已 经 达到 了 一 个 非常 复杂 的 程度 ,这 主 
要 是 由 于 惠 特 尼 (1955 4E) ,汤姆 (1959 年 ) ЖЕ (1965 年 ) 等 人 
的 工作 。 奇 点 理论 是 一 个 强 有 力 的 新 工具 ， 它 在 科学 和 工程 技术 
中 有 着 广泛 的 应 用 ,特别 当 它 与 分 歧 理 论 联合 起 来 时 更 是 如 此 。 分 . 
歧 理 论 起 源 于 彭 加 勤 的 工作 (A These", 1879 年 )。 后 来 , 安 德 洛 
诺 夫 (1933 年 ) 发 展 了 这 个 理论 。 

本 书 的 目的 ,就 是 要 向 不 具备 数学 基础 的 读者 ,解释 奇 点 理论 
是 怎样 起 作用 的 。 但 是 , 我 希望 , 即使 是 这 方面 的 专家 , 他 们 在 这 
里 也 可 以 找到 一 些 新 的 事实 和 想法 。 

一 些 人 认为 突变 理论 是 奇 点 理论 的 一 部 分 ， 而 反 过 来 另 一 些 
人 则 把 奇 点 理论 包括 在 突变 理论 之 中 。 为 了 避免 任何 学 术 上 的 争 
执 ,我 将 对 任何 一 个 自称 是 工作 在 突变 理论 上 的 人 ,使 用 突变 理论 
专家 这 个 专 有 名 词 。 这 样 一 来 ， 就 让 所 讨论 到 的 出 版 物 的 作者 们 
可 以 在 ^ 奇 点 ?“ 分 歧 ? 或 4 突变 ?之 间 随 意 选 择 。 

本 书 的 前 几 章 曾 以 一 篇 文章 的 形式 刊登 在 莫斯科 的 < 自然? 杂 
11979 年 第 10 期 上 。 它 的 法 文 译文 附 有 汤姆 的 评注 ,1980 年 发 
表 在 巴黎 的 数学? 上。1981 年 和 1983 年 的 俄 文 版 都 增添 了 一 些 
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新 的 章节 。 现 在 的 这 一 版 是 最 全 面 的 版 本 , 它 与 施 普 林 格 1983 年 
的 那 一 版 有 许多 不 同 的 地 方 : 它 增 译 了 俄 文 第 二 版 上 关于 黎 曼 曲 
面 、 消 没 圈 和 单 值 等 同 的 新 的 一 章 , 更 正 了 英文 第 一 版 上 大 量 的 印 
刷 错误 3 另外 , 它 还 描述 了 一 些 最 新 的 结果 。 这 些 结果 包括 有 , 关 
于 隐 式 微分 方程 的 奇异 点 和 松弛 振荡 的 理论 中 慢 运 动 的 标准 型 的 
一 些 结果 ， 关 于 边界 奇 点 和 不 完全 分 层 的 一 些 结果 ， 关 于 例外 群 
卫 , 的 焦 散 面 的 几何 意义 和 关于 正六 百 面体 的 对 称 群 Н. 在 最 优 控 
制 问题 或 变 分 法 的 问题 中 的 应 用 的 一 些 结果 。 

作者 感谢 汤姆 教授 . 伯 里 教授 和 奈 教 授 , 感谢 他 们 对 本 书 的 英 
文 第 一 版 提出 了 许多 有 益 的 建议 和 评注 。 根 据 汤姆 的 评注 ,突变 
理论 ”这 个 专门 名 词 是 齐 曼 发 明 的 ,而 “吸引 子 ” 这 个 术语 是 斯 梅 尔 
首先 使 用 的 ， 但 本 书 的 前 几 版 把 这 些 都 划 到 了 汤姆 的 名 下 。 依 据 
伯 里 的 建议 ， 我 在 这 一 版 上 增加 了 一 个 有 注释 的 文献 目录 。 除 了 
两 三 个 经 作者 惠 许 首次 在 本 书 中 发 表 的 结果 之 外 ， 在 那里 专家 们 
可 以 找到 所 有 结果 的 来 源 。 奈 教授 指出 ， 由 于 一 些 非常 有 趣 的 整 
体 的 拓扑 原因 , 焦 散 面 的 某 些 分 歧 , 警 如 “飞碟 ”的 产生 , 在 从 短 时 
距 ( 或 哈密 顿 一 雅 可 比 ) 方 程 导出 的 焦 散 面 中 是 不 可 能 出 现 的 。 

莫 林 在 1965 年 的 汤姆 讨论 会 上 作 了 一 个 关于 惠 特 尼 和 莫 林 
亲 点 的 富有 启发 意义 的 演讲 。 之 后 ， 我 与 莫 林 进行 了 长 达 四 小 时 
的 交谈 ， 由 此 我 学 到 了 奇 点 理论 。 莫 林 向 我 解释 了 马 瑟 的 稳定 性 
的 基本 定理 (在 同一 天 ,我 随后 发 现 了 一 个 不 同 的 证 明 ), 这 是 马 瑟 
当时 在 给 他 的 信 中 刚刚 宣布 的 。 幸 乎 不 幸 乎 ， 我 并 不 知道 马 瑟 在 
1968 年 写 过 一 篇 没有 发 表 的 关于 右 等 价 的 文章 。 只 是 在 米尔 诺 
告诉 我 之 后 ,我 才 认 识 到 朱 丽 娜 在 1967 年 的 与 马 瑟 类 似 的 工作 和 
我 在 1972 年 献 给 她 的 那 篇 关于 “4、D、E” 的 文章 之 间 有 着 某 种 
关系 。 

不 管 是 在 1965 年 还 是 后 来 ,我 甚至 连 汤姆 自己 关于 突变 的 演 
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讲 的 话 都 未 能 理解 。 在 七 十 年 代 早 期 ， 当 我 问 汤姆 他 是 否 已 经 证 
明了 他 的 结果 时 ,他 曾经 向 我 (用 法 语 ? ) 将 它们 描述 为 <bla-bla- 
bla。 时 至 今日 ,我 也 还 不 知道 ,汤姆 关于 在 依赖 于 四 个 参数 的 梯 
度 动力 系统 中 分 歧 的 拓扑 分 类 的 结论 ,在 得 到 修正 之 后 , 即 对 于 一 
般 状况 的 度量 和 势能 ,是 否 正确 。 古 肯 海 默 在 1973 年 给 出 了 原来 
那个 《汤姆 定理 ”的 一 个 反例 , 这 个 “定理 ”公布 在 1969 年 的 < 拓扑 
学 > 上。 为 了 使 这 个 定理 正确 ,甚至 还 不 得 不 增加 受到 突变 理论 专 
家 们 高 度 赞扬 的 “怪异 的 7?。 

我 也 无 力 讨论 汤姆 其 他 的 、 更 哲学 化 的 或 更 诗 化 的 工作 。 这 
些 工作 具有 笛 卡 尔 和 培根 之 前 的 中 世纪 科学 的 典型 风格 ， 这 就 使 
得 要 想 确定 它们 是 对 的 还 是 错 的 ,是 不 可 能 的 。 幸 而 ,大 拓扑 学 家 
的 基本 的 数学 发 现 , 并 没有 受到 任何 非 理性 哲学 的 侵蚀 。 

如 彭 加 勒 曾 指出 的 那样 ， 数 学 家 们 并 没有 突破 阻碍 他 们 的 科 
学 发 展 的 障碍 ,而 只 是 把 它们 推 向 了 它 的 边缘 。 也 许 ,这 些 特 殊 的 
障碍 被 推 得 越 来 越 远 离 这 个 边缘 ， 以 至 到 达 了 无 意识 的 和 非 理 性 
的 领域 。 


В.И. Nr ie 5% 
1986 ££ 2 月 于 莫斯科 
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英文 第 一 版 前 言 


奇 点 理论 发 展 得 非常 迅速 。 自 从 本 书 的 俄 文 版 问世 以 来 ， 又 
出 现 了 许多 新 结果 。 璧 如， 在 二 十 面体 与 越过 一 般 状 况 障碍 的 问 
题 之 间 的 关系 方面 。 至 于 详细 内 容 ， 读 者 可 参看 本 版 的 参考 文献 
中 所 列 的 文章 射线 系 的 奇 点 > (Singularities of ray systems) 
和 < 变 分 法 中 的 奇 点 (Singularities in the calculus of varia- 
tions)@。 


B.H. 阿 诺尔 德 
1983 年 9 月 于 莫斯科 


人 D 参 夺 中 译 者 所 加 的 附录 二 。 一 一 中 译 者 
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俄 文 第 一 版 前 言 


“专家 在 讨论 如 何 预 见 灾难 ”,1977 年 11 А, 纽约 时 报 以 此 为 
题 报道 了 突变 理论 。 

伦敦 的 泰晤士 报 宣称 突变 理论 为 “本 世纪 最 重要 的 知识 成 
就 > 而 《科学 ?杂志 上 刊登 的 一 篇 关于 突变 理论 的 文章 , 却 题 为 “ 皇 
帝 的 新 衣 ”。 . 

这 本 小 册子 解释 了 什么 是 突变 理论 以 及 它 为 什么 会 引起 这 样 
的 争论 ， 同 时 也 包含 了 关于 奇 点 和 分 此 的 数学 理论 中 一 些 没 有 争 
论 的 结果 。 

作者 试图 说 明基 本 结果 和 应 用 的 实质 ， 只 需 读 者 具有 最 起 码 
的 数学 素养 ,但 要 求 读者 具有 探索 的 精神 。 

В.И. М miè 
1981 年 于 莫斯科 
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第 一 章 奇 点 .分 歧 和 突变 


西方 新 闻 界 关于 突变 理论 的 第 一 篇 报道 ， 大 约 发 表 于 10 年 
前 0。 在 像 新 闻 周刊 3 这 样 一 类 杂志 中 ， 有 报道 说 数学 中 正在 发 
生 一 场 或 许可 与 牛顿 发 明 微 积分 相 比拟 的 革命 。 据 称 这 个 称 为 突 
变 理论 的 新 科学 ,与 数学 分 析 相 比 ,对 人 类 来 说 ,要 有 价值 得 多 。 因 
为 牛顿 的 理论 只 考虑 了 光滑 ,连续 的 过 程 ,而 突变 理论 却 提供 了 -- 
个 研究 所 有 跳跃 的 变迁 、 不 连续 性 以 及 突 发 的 质变 的 一 般 方法 。 许 
许多 多 研究 论文 和 科普 文章 应 用 突变 理论 于 广泛 的 领域 ， 诸 如 心 
脏 跳 动 , 几 何 光学 与 物理 光学 胚胎 学 、 语言 学 .实验 心理 学 、 经 济 
学 、. 流 体力 学 .地 质 学 和 基本 粒子 理论 等 领域 的 研究 。 在 已 发 表 的 
关于 突变 理论 的 著作 中 ,有 船 的 稳定 性 的 研究 .大 脑 活动 和 精神 夫 
乱 的 模型 、 办 徒 暴 动 的 模型 、 股 票 交易 投资 者 行为 的 模型 、 酒 精 对 
驾驶 员 的 影响 以 及 对 黄色 文学 的 审查 政策 等 的 研究 。 

在 七 十 年 代 早 期 ,突变 理论 很 快 成 为 风靡 一 时 、 众 所 周知 的 理 
论 。 这 个 理论 由 于 其 意欲 无 所 不 包 ， 不 禁 使 人 想起 上 个 世纪 那些 
伪 科 学 理论 。 

突变 理论 的 创立 者 勒 内 .汤姆 的 数学 论文 被 印 成 了 袖珍 本 @。 
这 是 自从 控制 论 创立 以 来 数学 中 没有 过 的 事情 。 突 变 理 论 从 控制 
论 那 里 学 到 了 很 多 宣传 的 方法 。 

在 突变 理论 的 这 些 赞扬 声 之 中 ， 也 出 现 了 一 些 较 严肃 的 批评 


Ф 大 约 是 i971 年。 一 一 中 译 者 
© Thom,R.: Modeles mathematiques de la morphogenese. Editions 


10-18, UGE, Paris,1974， 现 在 该 书 已 有 英 详 第 二 版 .一 一 中 译 者 
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文章 , 其 中 一 些 冠 以 像 ^ 皇 帝 的 新 衣 ” 这 样 一 些 含意 信 永 的 标题 , 发 
表 在 一 些 读者 众多 的 刊物 上 。 现 在 ， 已 经 有 了 许多 专门 批评 突变 
理论 的 文章 。( 例 如， 可 参看 约翰 古 肯 海 默 1978 年 写 的 综述 文 
章 《 突 变 理论 之 争 以 及 1979 年 那 篇 模仿 突变 理论 的 讽刺 性 批评 
XX.) 

突变 理论 起 源 于 哈 斯 勒 。 惠 特 尼 关 于 光滑 映射 的 奇 点 理论 ， 
以 及 彭 加 勒 和 安 德 洛 诺 夫 关于 动力 系统 的 分 歧 理论 。 

奇 点 理论 极 大 地 推广 了 函数 在 极 大 值 点 和 极 小 值 点 的 性 质 的 
研究 。 在 惠 特 尼 的 理论 中 , 函数 被 代 之 以 映射 ,就 是 几 个 多 元 函数 
的 组 合 。 

分 歧 这 个 词 就 是 分 叉 的 意思 ,并 且 在 一 种 广泛 的 意义 下 ,用 来 
表示 各 种 对 象 在 所 依赖 的 参数 变化 时 ， 产 生 的 所 有 定性 的 变形 或 
变态 。 

突变 是 由 于 系统 对 光滑 变化 的 外 部 条 件 的 突如其来 的 反应 而 
产生 的 突 发 的 变化 。 为 了 理解 突变 理论 ， 首 先 必须 熟悉 惠 特 尼 奇 
点 理论 的 基本 内 容 。 


Ф Guckenheimer,J.: The Catastrophe Controversy. The Mathematical 
Intelligencer 1978,vol. 1,п0. 1,pp. 15-20, Fussbudget, Н. J. and Znarler, 
К. S., Sagacity Theory:A Critique, 在 同一 期 刊 上 , 1979, vol. 2,n0. 1, pp. 
56-59, 
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第 二 章 ， 惠 特 尼 奇 点 理论 


美国 数学 家 哈 斯 勒 。 惠 特 尼 在 1955 年 发 表 的 论文 平面 到 平 
面 的 映射 >, 商 定 了 一 门 新 的 数学 理论 一 一 光滑 映射 的 奇 点 理论 
一 一 的 基础 。 ` 

一 个 曲面 到 平面 的 一 个 映射 将 曲面 上 的 每 一 个 点 对 应 于 平面 
上 的 一 个 点 。 如 果 曲 面 上 的 点 用 曲面 上 的 坐标 (x1 ,x,) 表 示 , 而 且 
平面 上 的 点 用 平面 上 的 坐标 (yyz) 表 示 ， 那 么 映射 就 由 一 对 函数 
У =fi (хх, уг = fa x2 给 出 。 映射 称 为 光滑 的 ， 如 果 这 
些 函 数 是 光滑 的 ( 即 像 多 项 式 那样 ,任意 次 可 微 )。 i 

TESTIS JI „ЖЕНИ ЕН. BA 
们 周围 大 多 数 物体 的 边界 都 是 光滑 曲面 。 物 体 的 可 见 轮 廓 就 是 其 
边界 曲面 在 眼睛 的 视网膜 上 的 投影 。 通 过 考察 四 周 的 物 休 , 辟 如 ， 
人 的 面部 ,我 们 就 可 以 研究 可 见 轮廓 的 奇 点 。 

惠 特 尼 发 现 :一 般 状 况 地 (generically)@, 只 会 碰 到 两 类 奇 点 。 
在 物体 的 微小 运动 或 者 投影 方向 的 细小 变化 之 下 ， 所 有 其 他 类 型 
的 奇 点 都 将 分 解 开 来 ,但 这 两 类 奇 点 却 是 稳定 的 ,因而 在 映射 的 微 
小 形变 之 下 依然 存在 。 

第 一 种 奇 点 ， 惠 特 尼 称 其 为 折 和 迭 ， 就 是 当 球面 投影 到 平面 上 
时 ,赤道 上 出 现 的 那 种 奇 点 (图 1)。 在 适当 的 坐标 之 下 , 此 投射 由 
公式 y1 =x1* 和 y; =x, 给 出 。 光 滑 物体 的 曲面 在 视网膜 上 的 投影 ， 
在 一 般 状 况 的 点 上 恰 有 这 种 奇 点 ， 这 并 不 使 人 感到 惊讶 。 惊 讶 的 
是 除了 折 选 这 种 奇 点 以 外 ,还 恰好 存在 着 另 一 种 奇 点 ,而 实际 上 这 
Е Ф “一 般 状况 地 ? 意 即 除 某 些 例外 的 一 切 其 他 情形 。 


i 
| 
| 
| 


是 我 们 以 前 从 来 没有 注意 到 的 。 


图 1 m2 


第 二 种 奇 点 , 惠 特 尼 将 其 命名 为 尖 点 。 它 可 由 图 2 中 那样 的 一 
个 曲面 投影 到 平面 上 而 得 到 。 使 用 空间 坐标 (xi oy), XR 
面 就 由 方程 y, mx exu 表示 ， 再 将 这 个 曲面 投影 到 水 平面 
Giá yi. 上。 

因此 ,在 局 部 坐标 之 下 ,此 投射 由 公式 y: =xis вух 和 ys = 

Xs 给 出 。 
尖 点 在 原点 。 这 条 曲线 将 水 平面 分 为 两 部 分 : 较 小 部 分 和 较 大 部 
分 。 较 小 部 分 的 点 有 三 个 逆 象 ， 即 曲面 上 投影 到 平面 上 该 点 的 三 
个 点 ; 较 大 部 分 的 点 只 有 一 个 逆 象 ; 这 条 曲线 上 的 点 有 二 个 逆 象 。 
当 从 较 小 部 分 趋 近 这 条 曲线 时 ,三 个 逆 象 之 中 的 二 个 将 合 二 为 一 ， 
并 进而 消失 掉 ( 此 处 的 奇 点 为 折 选 )， 而 趋 近 尖 点 则 所 有 三 个 道 象 
都 将 重合 为 一 点 。 

惠 特 尼 证 明了 尖 点 是 稳定 的 ， 即 每 个 邻近 的 映射 都 在 一 适当 
的 邻近 点 上 仍 有 这 种 奇 点 。 这 也 就 是 说 ,一 个 奇 点 称 为 是 稳定 的 ， 
如 果 每 个 邻近 的 形变 了 的 映射 在 该 奇 点 荣 适当 邻近 点 的 一 个 邻 域 
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上 ,在 适当 的 坐标 之 下 ,都 可 由 刻 划 原来 那个 映射 的 公式 表示 。 惠 
вер eR Rus. 

因此 ,在 一 般 状 况 的 光滑 物体 的 可 见 轮 廓 上 的 点 为 尖 点 ,如 果 
该 点 是 投影 映射 的 尖 点 型 奇 点 。 而 且 该 轮 廊 还 无 其 他 的 奇 点 。 仔 
细 瞧 瞧 ， 我 们 就 不 难 在 每 付 面 孔 和 每 个 物体 的 轮廓 线 上 找到 这 种 
尖 点 。 例 如 , 我 们 考虑 光滑 环 面 这 种 曲面 (比方 说 ,一 个 充气 的 轮 
胎 )。 通 常 把 这 种 环 面 画 成 图 3 所 示 的 那个 样子 。 如 果 环 面 是 透明 
的 ， 我 们 就 可 以 看 到 如 图 4 所 绘 的 可 见 轮 廓 。 把 环 面 投影 到 平面 
上 的 相应 映射 拥有 四 个 尖 点 型 奇 点 。 于 是 ， 图 3 中 可 见 轮廓 的 曲 
线 的 端点 都 是 尖 点 。 可 见 轮 廓 的 曲线 的 这 些 点 都 是 半 立 方 奇 点 。 


S 


:一 一 > 
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图 4 图 5 
透明 的 环 面 很 少见 。 我 们 来 考察 其 它 的 透明 物体 ， 譬 如， 并 
子 ， 最 好 是 奶瓶 。 在 图 5 中 可 看 到 两 个 尖 点 。 我 们 稍 许 挪动 一 下 
瓶子 ,就 可 推出 尖 点 是 稳定 的 结论 。 于 是 ,我 们 得 到 了 惠 特 尼 定 理 
的 一 个 令 人 信服 的 实验 证 明 。 > 
在 惠 特 尼 的 黄 基 性 工作 之 后 , 奇 点 理论 发 展 迅 猛 。 现 在 , 它 已 
成 为 了 数学 的 最 重要 的 领域 之 一 。 在 这 个 领域 内 ， 数 学 的 最 抽象 


x е 
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部 分 (微分 几何 ,代数 几何 ,拓扑 学 ,反射 群 论 、 交 换代 数 以 及 复 空 
间 理 论 等 等 ) 与 最 实用 部 分 (动力 系统 运动 的 稳定 性 理论 、 平 衡 态 
的 分 歧 理 论 、 几 何 光 学 和 波动 光学 等 等 ) 融 为 了 一 体 。 勤 内 ， 汤姆 
和 齐 曼 认为 ,应 该 将 奇 点 理论 及 其 应 用 统称 为 突变 理论 Q 。 


O ”参见 中 主 者 所 加 的 附录 一 。 一 一 中 译 者 
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第 三 章 “” 惠 特 尼 理论 的 应 用 


因为 光滑 映射 无 处 不 有 ,所 以 它们 的 奇 点 也 一 定 无 处 不 在 。 又 
由 于 惠 特 尼 理 论 提供 了 关于 一 般 状 况 映射 奇 点 的 重要 信息 ,因此 ， 
我 们 可 尝试 着 利用 这 些 信息 ， 对 科学 的 所 有 领域 中 大 量 的 各 种 各 
样 的 现象 和 过 程 进行 研究 。 这 个 简单 的 思想 就 是 突变 理论 的 全 部 
Lin 

当 对 我 们 所 牵涉 的 映射 有 足够 详尽 的 了 解 时 ， 或 多 或 少 我 们 
总 可 以 直接 应 用 数学 的 奇 点 理论 于 各 种 自然 现象 。 正 如 在 弹性 理 
论 和 几何 光学 ( 即 焦 散 面 和 波 阵 面 的 奇 点 理论 ,后 面 我 们 将 对 此 作 
详细 的 阐述 ) 中 那样 ,这 类 应 用 确 可 导出 有 用 的 结果 。 

然而 ， 论 述 突变 理论 的 大 多 数 著作 考虑 的 却 都 是 颇 有 争议 的 
情形 。 在 这 些 情形 下 ,不 仅 所 研究 的 映射 的 详情 未 知 ,而 且 就 是 其 
是 否 确 实 存 在 也 很 成 问题 。 

奇 点 理论 在 这 些 情形 中 的 应 用 纯 属 推测 ; 为 了 使 读者 对 这 类 
应 用 有 一 个 大 致 的 印象 ， 我 们 来 复述 由 英国 数学 家 克里斯托弗 。 
齐 曼 @ 给 出 的 ， 推 测 性 地 应 用 惠 特 尼 理 论 研究 富有 创造 力 的 人 的 
活动 (细节 不 完全 相同 )。 

我 们 将 用 三 个 参数 来 刻 划 一 个 富有 创造 力 的 人 一 一 例如 ， 科 
学 家 。 这 三 个 参数 分 别称 之 为 “技能 (technical proficiency)", 
“激情 (enthusiasm)” 和 《成 就 (achievement)”。 很 清楚 ,这 些 参 


(D Zeeman,E, C., Catastrophe theory: А reply to Thom,in:Dynamical 
Systems- Warwick 1974. Springer-Verlag,Lect. Notes Math. 468, Berl in-Hei- 
delberg-New York 1975,p. 373. 
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数 相互 之 间 是 有 联系 的 。 因 
此 ， 它 们 在 用 坐标 (T,E,4) 
表示 的 三 维 空间 中 给 出 了 一 
个 曲面 。 我 们 将 此 曲面 沿 A 
轴 投 影 到 (T,E) 平 面 上 。 惠 
特 尼 定 理 告诉 我 们 ， 对 于 一 
般 状况 的 曲面 来 说 ， 奇 点 不 
外 是 折 迭 和 尖 点 。 据 称 图 6 
所 示 的 尖 点 模型 足以 描述 上 
述 观察 到 的 现象。 

事实 上 ,我 们 来 看 在 这 些 假定 之 下 ,一 个 科学 家 的 成 就 是 怎样 
随 着 技能 和 激情 的 变化 而 变化 的 。 如 果 激 情 不 高 ， 那 么 成 就 将 随 
着 技能 单调 地 旦 相当 缓慢 地 增长 :而 如 果 激情 足够 高 ,那么 就 会 开 
始 出 现 性 质 不 同 的 现象 。 在 这 种 情况 下 , 随 着 技能 的 提高 ,成 就 将 
出 现 一 跳跃 性 的 增长 (例如 , 当 激 情 和 技能 沿 着 曲线 1 变化 时 ,这 
样 的 一 个 跳跃 将 发 生 在 图 6 中 的 点 2 处 )。 在 图 6 中 ,用 《天才 ” 这 
个 词 表示 我 们 随 之 所 到 达 的 高 成 就 区 域 。 

然而 , 只 有 激情 的 增高 而 不 伴 之 以 技能 的 提高 ,将 导致 ~ 灾 
变 (发 生 在 图 6 中 曲线 3 的 点 4 上 )。 在 此 处 ， 成 就 将 出 现 一 跳跃 
性 的 减少 而 落 到 图 6 中 用 “狂人 ”这 个 词 来 记 的 区 域 。 有 启发 意义 
的 是 ， 我 们 看 到 ， 从 天 才 状 态 跳 到 狂人 状态 而 后 又 返回 到 天 才 状 
Ф, 是 沿 着 不 同 的 路 线 行走 的 , 以 致 在 足够 大 的 激情 之 下 , 一 个 天 
才 和 一 个 狂人 可 以 拥有 相同 的 激情 和 技能 ,而 相差 的 只 是 成 就 (和 
以 前 的 历史 )。 

这 个 模型 以 及 突变 理论 中 许多 类 似 推测 的 缺陷 — RR ROT E 
Ш, 无 须 细 说 。 我 仅 指出 :论述 突变 理论 的 文章 的 特点 ， 就 是 对 严 
格 性 要 求 的 灾难 性 减低 和 对 结果 的 新 奇 性 的 追求 。 如 果 把 前 者 看 
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作 是 和 数学 中 严格 而 枯燥 的 模仿 性 工作 的 传统 作法 唱 反 调 的 话 ， 
人 们 是 可 以 理解 的 。 但 是 ， 他 们 对 前 辈 一 一 大 多 数 具体 结果 是 他 
们 做 出 的 一 一 缺乏 敬意 这 一 点 ， 却 是 不 可 辩 白 的 。 两 者 的 动机 与 
其 说 是 科学 的 , 倒 不 如 说 是 社会 的 O 。 


O “我 想 , 亲 爱 的 ,这 一 切 尴 落 的 行为 不 过 只 是 一 种 商人 的 手法 而 已 
罗 谢 维 奇 著 1966 年 莫斯科 出 版 的 < 短篇 小 说 和 随笔 > 第 295 页 。 
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第 四 章 ”突变 机 


与 前 章 所 述 例子 形成 对 照 ， 应 用 奇 点 理论 来 研究 弹性 理论 中 
平衡 态 的 分 歧 , 却 是 无 可 指 搞 的 。 

在 许多 弹性 结构 中 ,在 相同 的 外 部 重 物 作用 下 ,可 能 有 若干 个 
不 同 的 平衡 态 。 辟 如 ,考察 一 根 水 平 放置 的 尺子 , 它 的 两 端 被 饮 链 
固定 ,而 且 中 央 还 放 了 一 个 重 物 。 

同 尺子 在 重 物 的 作用 下 向 下 弯曲 这 个 平衡 态 一 样 ， 也 可 能 存 
在 尺子 向 上 弯曲 形成 一 个 像 一 座 桥 式 的 拱 形 这 样 的 平衡 态 。 

随 着 重 物 重 量 的 增加 ,在 某 一 点 会 出 现 一 个 4 突变 ?或 < 届 曲 ”4 
尺子 从 一 种 状态 姚 到 另 一 种 
状态 。 奇 点 理论 可 以 被 用 来 
对 这 些 届 曲 进行 研究 ,而且 
所 作出 的 预测 还 得 到 了 实验 
很 好 的 证 实 。 

в: 人 们 已 经 发 明了 很 多 用 
来 直观 地 解释 这 类 应 用 的 装置 ， 其 中 有 一 个 最 简单 的 叫做 齐 曼 
突变 机 ,如 图 7 所 示 。 

这 个 突变 机 是 很 容易 造 的 。 需 要 一 张 纸牌 (A)( 见 图 7 ) 和 一 
块 硕 纸 板 做 成 的 圆 盘 (B)。 将 大 头 针 (C ) 穿 过 四 盘 B) 的 圆心 ， 
ЗИВ ) 钉 牢 在 纸牌 (A) 上 ， 使 (B) 可 自由 转动 。 另 一 口 大 头 
针 (D ) 只 钉 在 圆 盘 ( B) 的 边缘 上 ， 第 三 口 大 头 针 ( E) 只 钉 在 纸牌 
〈A) 上 。 为 了 完成 齐 曼 突变 机 的 装配 ， 另 外 还 需 两 根 极 富 弹 性 的 
橡皮 筋 (F,G)、 一 支 铝 笔 (H) 和 一 张 纸 (D)。 
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把 圆 盘 ( B) 边 缘 上 的 大 头 针 (D ) 与 固定 不 动 的 大 头 针 ( ЕЯ 
铅笔 ( 也 )， 用 两 根 橡皮 筋 连接 起 来 。 然 后 我 们 再 将 铅笔 的 笔尖 放 
在 纸 片 (DD) 的 某 一 点 上 , 使 得 橡皮 筋 (F,G) 都 拉 伸 开 来 。 圆 盘 ( B) 
固定 在 某 个 位 置 上 。 那 么 , 当 我 们 挪动 铅笔 (H) 时 ,加 盘 (B) 就 会 
转动 。 结 果 就 会 发 现 , 铅 笔 (H) 在 某 些 位 置 少许 挪动 一 下 , 就 可 导 
致 一 个 “突变 ”， 即 贺 盘 (B) 跷 到 一 个 新 的 位 置 。 我 们 将 所 有 这 些 
“突变 位 置 ” 标 在 纸 片 (1) 上 ,就 得 到 了 “突变 曲线 ”(K)。 

结果 是 ,所 得 的 突变 曲线 有 四 个 尖 点 。 当 跨越 突变 曲线 时 ,是 
否 会 发 生 虐 路 ,取决 于 铅笔 (也) 在 尖 点 附近 挪动 所 走 的 路 线 。 

通过 用 齐 曼 突变 机 做 试验 ， 试 图 导出 决定 跳跃 是 否 发 生 的 规 
律 ,读者 将 深信 确 有 建立 这 类 现象 的 数学 理论 的 必要 ,因而 也 就 能 
更 好 地 欣赏 到 这 样 来 解释 奇 点 理论 的 价值 。 

用 三 个 数 来 描述 齐 曼 突变 机 的 状态 。 铅 笔 笔尖 的 位 置 由 两 个 
坐标 ( 称 为 控制 参数 ) 给 出。 圆 盘 的 位 置 由 另 一 个 参数 (旋转 角 ) 决 
定 ， 也 称 这 个 参数 为 此 系统 的 内 在 参数 。 如 果 所 有 三 个 参数 都 已 
给 定 ， 那 么 橡皮 筋 的 拉 伸 程度 以 及 由 此 而 决定 的 整个 系统 的 势能 
也 都 是 确定 的 。 圆 盘 转 动 直 至 势能 为 最 小 (至 少 是 局 部 的 ?而 止 。 
固定 铅笔 的 位 置 , 则 势能 就 是 圆 盘 位 置 的 函数 , 即 定义 在 圆周 上 的 
函数 。 这 个 函数 可 有 一 个 或 几 个 依赖 于 控制 参数 的 值 的 极 小 值 
(图 8,a)。 如 果 极 小 值 的 位 置 是 随 着 控制 参数 变化 而 光滑 地 变化 
的 话 ,那么 就 不 可 能 出 现 跳 聊 。 跳 跃 出 现在 控制 参数 的 那些 值 上 ， 
在 这 些 值 上 ， 局 部 极 小 值 由 于 与 局 部 极 大 值 相遇 而 消失 了 (图 8， 
b)3 发 生 且 路 之 后 , 圆 盘 将 到 达 一 个 对 应 于 另 一 局 部 极 小 值 的 位 置 
(图 8,c)。 

我 们 来 考察 齐 曼 突 变 机 的 三 维 状态 空间 。 贺 盘 的 所 有 平衡 态 
形成 这 个 空间 的 一 个 光滑 曲面 。 我 们 将 此 曲面 沿 内 在 参数 的 轴 投 
影 到 控制 参数 的 平面 上 (图 9)。 这 个 投影 既 有 折 选 又 有 尖 点 。 折 
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选 点 的 投影 恰巧 就 是 突变 曲线 。 图 9 清晰 地 解释 了 ， 为 什么 跨 过 
突变 曲线 的 控制 参数 的 移动 ， 有 时 会 引起 跳跃 而 有 时 又 不 会 引起 
跳跃 ,一 一 这 取决 于 圆 盘 的 位 置 对 应 在 这 个 曲面 的 哪 一 部 分 上 。 从 
9 还 可 看 出 ， 从 平衡 曲面 的 一 个 地 方 挪 到 另 一 个 地 方 而 不 发 生 
跳跃 ,也 是 可 以 办 到 的 。 

突变 理论 的 大 多 数 应 用 的 步骤 都 与 前 述 例子 的 步骤 相同 。 假 
定 所 考虑 的 过 程 都 可 借助 于 若干 个 控制 参数 和 内 在 参数 来 描述 。 
这 个 过 程 的 平衡 态 形成 这 个 空间 中 某 维 数 的 一 个 曲面 。 平 衡 曲面 
在 控制 参数 的 平面 上 的 投影 可 能 有 一 些 奇 点 。 假 定 这 些 奇 点 都 是 
一 般 状 况 的 奇 点 。 在 这 种 情况 下 ， 奇 点 理论 就 可 预告 《突变 ”一 一 
由 于 控制 参数 变化 而 导致 的 从 一 个 平衡 态 到 另 一 个 平衡 态 的 跳跃 
一 一 的 几何 。 在 大 多 数 重要 的 应 用 中 , 奇 点 都 是 惠 特 尼 尖 点 ,而 这 
个 结果 却 是 早 在 突变 理论 出 现 以 前 就 已 知道 的 。 

上 述 类 型 应 用 的 可 靠 性 程度 与 它们 的 初始 前 提 的 可 靠 性 程度 
相同 。 例 如 ,在 弹性 结构 的 届 曲 理论 和 船舶 的 倾覆 理论 中 ,突变 理 
论 的 预测 就 被 实验 完全 证 实 了 。 然 而 ,在 生物 学 ,心理 学 和 社会 科 
12 


学 中 一 一 例如 ， 在 股票 市 场 买卖 者 的 行为 理论 的 应 用 中 或 神经 病 
研究 的 应 用 中 ,所 得 的 结论 就 像 它们 的 初始 前 提 一 样 ,只 是 颇 有 启 
发 意义 罢了 。 
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第 五 章 平衡 态 的 分 歧 


一 个 发 展 过 程 (evolutionary process) ,用 数学 语言 来 描述 ， 
就 是 相 空间 上 的 一 个 向 量 场 。 相 空 间 的 一 个 点 代表 系统 的 一 个 状 
态 。 这 个 点 上 的 向 量 表示 这 个 状态 变化 的 速度 。 

某 些 点 上 的 向 量 有 可 能 为 零 。 这 样 的 点 称 为 平衡 位 置 不随 
时 间 变 化 的 状态 )。 图 10 中 绘 
制 的 是 , 描述 捕食 其 它 动物 的 
动物 和 被 捕食 的 动物 ( 璧 如 , 梭 
атаа) 相互 之 间 关 系 的 系 
统 的 相 空间 。 此 相 空 间 为 平面 
的 第 一 象限 。 水 平 轴 标 记 鲤鱼 
的 数量 , 垂直 轴 标记 梭 鱼 的 数 
量 。 点 卫 为 平衡 位 置 。 点 4 对 

图 10 应 的 是 鲤鱼 的 平衡 数 与 梭 鱼 小 

于 平衡 的 数 。 很 显然 ,到 一 定 的 时 候 将 会 发 生 振荡 。 因 此 ,图 10 中 
的 平衡 态 了 是 不 稳定 的 。 用 相 平 面 上 的 一 条 闭 曲线 表示 此 振荡 。 
这 条 闭 曲 线 称 为 极限 环 。 

相 空 间 中 表示 一 个 过 程 连续 不 断 的 状态 的 曲线 都 称 为 相 曲 
线 。 在 非 平衡 态 的 点 的 邻 域内 ， 把 相 空间 分 为 一 些 相 曲线 就 像 是 
把 相 空间 分 为 一 些 平行 直线 。 因 为 坐标 的 一 个 光滑 变化 ， 就 可 将 
相 曲 线 族 变 为 平行 直线 族 。 但 在 平衡 点 的 邻 域内 ,图 形 却 要 复杂 得 
多 。 茧 加 勒 证 明 : 在 一 般 状 况 系 统 的 相 平面 上 的 平衡 点 的 邻 域内 ， 
相 曲 线 的 行为 如 图 11 所 示 。 在 系统 的 一 般 状 况 小 扰动 之 下 ,所 有 
1 


Ф: à RM 


m 


更 复杂 的 情形 都 将 变 成 上 述 那 些 情 形 的 组 合 。 
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描述 实际 存在 的 发 展 过 程 的 系统 通常 都 是 一 般 状况 的 。 事 实 
上 ,这 样 的 系统 总 是 依赖 于 一 些 从 未 确 知 的 参数 ,而 这 些 参数 的 一 
个 一 般 状 况 小 变化 就 可 将 一 个 非 一 般 状况 系统 变 为 一 个 一 般 状况 
系统 。 

因此 ,一 般 来 说 , 比 上 面 所 描述 的 要 复杂 的 所 有 情形 实际 上 应 
该 吓 碰 不 到 的 ， 因 而 一 看 就 知道 可 以 对 其 不 予 理会 。 这 种 观点 使 
得 微分 方程 理论 的 大 部 分 和 整个 数学 分 析 的 大 部 分 都 毫 无 用 场 
了 。 因 为 这 些 理论 的 传统 习惯 是 ， 把 主要 精力 放 在 很 难 研究 而 又 
毫 无 实际 意义 的 非 一 般 状况 的 情形 的 研究 之 上 。 

然而 ,如 果 感 兴趣 的 不 是 单个 的 系统 ,而 是 依 束 于 至 少 一 个 参 
数 的 系统 族 , 那 情况 就 大 不 一 样 了 ! 下 面 ,我 们 考虑 所 有 系统 组 成 
的 空间 (图 12) ,并 把 这 个 空间 分 成 一 些 由 一 般 状况 的 系统 组 成 的 
区 域 。 分 界 曲面 由 退化 的 系统 组 
成 只 要 参数 值 稍 许 变 一 下 ,一 个 
退化 系统 就 变 成 非 退 化 的 了 。 系 
统 的 一 个 单 参数 族 就 用 图 12 中 
的 一 条 曲线 来 表示 。 这 条 曲线 可 
与 分 隔 非 退化 系统 的 不 同 区 域 
的 边界 横 截 地 相交 ( 即 交角 不 
为 零 )。 
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因此 ,虽然 对 参数 的 每 -单个 的 值 来 说 ,一 个 小 扰动 就 可 将 一 
个 系统 变 成 非 退 化 的 系统 ,但 是 对 参数 所 有 的 值 来 说 ,这 却 是 不 可 
能 同时 做 到 的 。 因 为 ,和 所 考虑 的 曲线 靠近 的 每 一 条 曲线 ,与 分 界 
的 边界 在 参数 的 一 邻近 值 处 相交 ,换言之 ,在 参数 给 定 值 处 的 小 拓 
动 可 消去 退化 ,但 退化 又 会 重新 出 现在 某 个 邻近 值 处 。 

故而 , 当 考虑 的 是 吏 族 而 非 单 个 的 系统 时 退化 的 情形 是 不 可 
消去 的 。 如 果 系 统 族 是 单 参数 族 , 那 么 就 只 有 最 简单 的 退化 系统 是 
不 可 消去 的 ， 所 谓 最 简单 的 退化 系统 就 是 由 在 所 有 系统 组 成 的 空 
间 中 余 维 数 为 一 ( 即 由 一 个 方程 给 出 ) 的 边界 表示 的 系统 。 用 单 参 
数 族 的 小 扰动 ,就 能 够 消去 那些 更 复杂 一 点 的 退化 系统 , 即 在 所 有 
系统 组 成 的 空间 中 形成 一 个 余 维 数 为 二 的 集合 的 那些 退化 系统 。 

如 果 我 们 感 兴趣 的 是 双 参 数 族 ， 那 么 就 不 必 考虑 那些 形成 的 
是 一 个 余 维 数 为 三 的 集合 的 退化 系统 ,如 此 等 等 

这 样 ,根据 余 维 数 的 大 小 ,我 们 就 给 出 了 退化 系统 的 一 个 等 级 
分 类 ,因而 也 就 有 了 进行 研究 的 策略 ,我们 首先 研究 一 般 状况 的 情 
形 ， 其 次 是 余 维 数 为 一 的 退化 系统 ， 再 次 是 余 维 数 为 二 的 退化 系 
AEE. зжата, RETELE 
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вне нани, лояти яаа 
统 平衡 态 的 研究 ， 而 且 还 可 以 应 用 于 整个 数学 分 析 的 大 部 分 中 。 
尽管 彭 加 勒 关于 分 歧 理论 的 纲领 的 提出 已 是 一 百年 以 前 的 事 了 ， 
但 是 在 分 析 的 大 多 数 领域 中 ， 它 的 实现 却 进展 相当 缓慢 。 这 部 分 
地 是 由 于 数学 上 巨大 的 重重 困难 ， 部 分 地 是 由 于 心理 上 的 情 性 和 
公理 化 代数 的 风格 占 统治 地 位 。 

不 管 怎样 ， 让 我 们 回 到 发 展 系统 的 平衡 态 上 来 。 目 前 我 们 可 
以 认为 得 到 了 解决 的 ,只 有 在 单 参数 的 一 般 状 况 族 中 ,平衡 态 的 分 
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此 上 相 曲 线 的 变形 问题 ! 甚至 连 双 参数 的 情形 也 是 现时 知识 力 所 
不 能 及 的 。 

一 般 状 况 单 参数 族 的 研究 结果 总 括 在 图 13—18 中 。 图 13 描 
绘 的 是 相 空间 为 一 维 的 发 展 过 程 的 单 参 数 族 (参数 e 为 水 平 轴 ， 系 
统 的 状态 x 为 垂直 轴 )。 . 

对 于 一 般 状 况 的 单 参数 族 ， 所 有 参数 值 的 平衡 态 形成 一 条 光 
滑 曲 线 ( 图 13 中 的 ;在 更 一 般 的 情形 下 ,平衡 态 组 成 的 流 形 的 维 
数 等 于 参数 的 个 数 )。 特 别 地 ,这 意味 着 图 14 的 左边 所 绘 的 分 歧 
在 一 般 状况 族 中 是 不 会 出 现 的 , 因为 这 种 小 扰动 可 把 工 变 成 图 14 
的 右边 那些 类 型 @ 的 光滑 曲线 之 一 。 
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对 于 单 参数 族 来 说 , 在 参数 轴 上 的 投影 仅 有 折 和 迭 型 奇 点 (对 
于 有 更 多 参数 的 族 , 会 出 现 惠 特 尼 理论 中 更 复杂 的 奇 点 。 璧 如 ,在 
一 般 状 况 的 双 参 数 族 中 ， 平 衡 曲面 在 参数 平面 上 的 投影 可 能 有 
尖 点 ,在 这 种 点 上 三 个 平衡 态 番 在 一 起 )。 

于 是 , 当 我 们 改变 参数 时 ,我 们 能 够 把 参数 的 奇异 值 或 分 歧 值 
(图 13 中 投影 的 临界 值 a.8、c、d) 从 中 挑选 出 来 。 当 参数 远离 这 些 
值 时 ,平衡 态 光滑 地 依赖 于 参数 ; 而 当 参 数 趋 近 分 歧 值 时 , 一 个 平 
衡 态 由 于 与 另 一 个 平衡 态 结合 而 “死亡 ?了 (或 者 走 另 -条 路 ,就 会 
^ Q вв, “类 型 "在 这 里 意 即 二 维 参数 化 了 的 相 空间 作为 ТЕНИ 
ХТ ИХ, TEE ERRE THM AE CSA kA R M D TEIL 


时 , 它 自身 就 是 一 维 相 空 间 的 微分 同 胚 的 一 个 参数 化 了 的 族 ) 意 义 下 的 等 价 类 (这 可 能 要 
强 一 些 )。 


“从 无 到 有 地 ?出 生 一 对 平衡 态 来 )。 

在 两 个 同时 出 现 ( 或 逝去 ) 的 平衡 态 之 中 ,一 个 是 稳定 的 , 另 一 
个 却 是 非 稳定 的 。 

在 出 生 (或 死去 ) 的 那 一 刻 , 两 个 平衡 态 都 以 无 限 大 的 速度 运 
动 ， 当 参数 值 与 分 歧 值 相差 时， 两 邻近 平衡 态 之 间距 离 的 阶 
HN Eo 


15 将 一 般 状 况 单 参数 族 的 相 曲 
线 族 的 变态 绘 在 平面 上 。 当 参数 变化 
Bj, 稳定 平衡 态 (“ 结 点 ”) 将 与 一 非 稳定 
平衡 态 CRA”) 发 生 碰 撞 , 随 之 两 者 都 
消失 了 。 在 融合 的 那 一 刻 ,在 相 平 面 上 ， 
可 观察 到 一 种 非 一 般 状况 的 情形 (“ 鞍 式 


结 点 ”)。 

从 图 15 可 以 看 出 这 个 变态 实质 上 是 一 维 的 。 因 为 沿 水 平 轴 
将 会 出 现 与 图 13 中 x 轴 上 相同 的 现象 ,但 沿 垂直 轴 则 什么 变形 也 
不 会 发 生 。 因 此 , 过 鞍 式 结 点 的 变态 可 从 一 维 变 态 沿 纵 轴 “ 撑 开 ” 
(suspension) 而 得 到 。 可 以 证 明 ,一 般 地 ,一 般 状 况 的 单 参数 系统 
中 平衡 态 的 所 有 变态 都 可 从 一 维 变态 经 类 似 的 撑 开 来 得 到 。 

如 果 稳定 平衡 态 描述 的 是 某 个 真实 系统 (比方 说 , 经 济 学 、 生 
态 学 或 化 学 ) 中 的 稳定 状态 ,那么 稳定 平衡 态 与 非 稳 定 平衡 态 的 融 
合 ， 必 将 使 该 系统 跳 到 一 个 完全 不 同 的 状态 ， 因 为 随 着 参数 的 变 
化 ， 所 考虑 邻 域内 的 平衡 条 件 会 突然 间 消 失 。 正 是 对 这 类 跳跃 现 
象 的 研究 导致 了 “突变 理论 ”这 个 专门 名 词 的 出 现 。 


第 六 章 平衡 稳定 性 的 失去 与 行为 的 
自 振荡 模式 稳定 性 的 失去 


由 于 参数 变化 而 导致 一 个 平衡 态 失去 稳定 性 ， 与 该 平衡 态 的 
分 歧 是 没有 必然 联系 的 。 因 
为 一 个 平衡 态 不 仅 与 另 一 状 
态 发 生 碰 接 可 以 失去 稳定 性 ， 
而 且 也 可 以 独自 失去 稳定 性 。 

图 16 上 标 出 的 是 平面 
上 相 图 相应 的 变形 。 两 种 形 
式 都 可 能 出 现 : 

A， 随 着 参数 的 变化 ， 
从 平衡 态 将 产生 出 一 个 〈 半 mie 
径 为 We 阶 的 ， 其 中 参数 与 分 歧 值 相差 e) 极限 环 。 平 衡 态 的 稳定 
性 转变 为 极限 环 ,而 平衡 点 本 身 变 成 非 稳定 的 了 。 

B， 非 稳定 极限 环 在 平衡 态 的 瓦解 : 平衡 态 的 吸引 区 域 收缩 
为 空 集 , 非 稳定 极限 环 也 就 消失 了 ,而 其 非 稳定 性 变 成 了 平衡 态 。 

下 述 结果 是 由 彭 加 勤 提出 ， 并 由 安 德 洛 诺 夫 以 及 他 的 学 生 们 
在 第 二 次 世界 大 战 前 的 1939 年 @ 证 明 的 。 对 于 相 空间 为 二 维 的 


© АНДРОНОВ A. A., Леонтович Е. А.,Некоторые случаи зависимо- 
сти Лредельных циклов от параметров. Ученые записки Горьковского roc- 
Ударственного Университета. Вып. 6,1939,с. 3-24, 
这 些 结果 也 可 在 安 德 洛 诺 夫 , 企 特 和 哈 金 的 名 著 < 振 药理 论 (Theory of Oscillations) 
的 第 一 版 中 找到 。 该 书 是 1937 年 在 莫斯科 出 版 的 ,其 英 译 本 由 普林斯顿 大 学 出 版 社 于 
1949 年 出 版 。 
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系统 的 一 般 状况 单 参数 族 来 说 , 除了 (第 五 章 所 描述 的 ) 稳定 平衡 
态 由 于 其 与 非 稳定 平衡 态 的 融合 而 导致 稳定 性 的 失去 ， 以 及 刚才 
所 描述 的 A 和 B 两 种 情形 以 外 ,再 没有 其 他 形式 的 失去 稳定 性 的 
方式 了 。 之 后 又 证 明了 ,在 相 空间 为 更 高 维 的 系统 中 ,由 于 单个 参 
数 的 变化 而 导致 平衡 态 稳定 性 的 失去 ， 也 必 采 取 上 述 方式 中 的 革 
种 方式 (在 所 有 其 他 坐标 辅 的 方向 上 ， 当 参 数 变 化 时 ,平衡 态 仍然 
保持 吸引 性 )。 

如 果 我 们 的 平衡 态 是 现实 系统 中 既定 的 行为 ， 那 么 在 参数 的 
变化 之 下 ,在 情形 A 和 情形 B 中 可 观察 到 下 列 现象 

A， 在 平衡 态 失去 了 稳定 性 之 后 ， 肯 定 就 会 发 生 周期 拓 荡 行 
为 (图 17)。 此 振荡 的 振幅 与 临界 差 (criticality) 一 一 参数 与 临界 
值 (在 其 上 平衡 态 失去 稳定 性 的 参数 值 ) 的 差 一 一 的 平方 根 成 比例 。 

这 种 失去 稳定 性 的 方式 叫做 稳定 性 的 弱 失 去 ， 因 为 只 要 临界 
差 很 小 ,这 种 振 藻 行为 就 与 平衡 态 相 去 无 几 。 

B. 在 既定 的 状态 失去 稳定 性 之 前 ， 访 状态 的 吸引 区 域 就 忆 
变 得 非常 小 了 ,因而 时 常 有 的 随机 扰动 可 将 系统 抛 出 这 个 区 域 , 直 
至 吸引 区 域 完全 消失 。 

这 种 失去 稳定 性 的 方式 叫做 稳定 性 的 强 失 去 。 在 这 里 ， 系 统 
ранае агр LI ее 
以 是 某 个 更 复杂 的 运动 。 


图 17 
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状态 “吸引 ”邻近 的 状态 一 一 过 渡 状 态 。( 吸 引子 就 是 相 空间 中 的 
吸引 集 。 那 些 是 非 平衡 态 或 者 非 严 格 周期 振荡 的 吸引 子 被 命名 为 
奇异 吸引 子 ,这 种 吸引 子 与 满 流 问 题 有 关 。) 

六 十 年 代 初 ,斯 梅 尔 \ 阿 诺 索 夫 和 西 纳 依 在 关于 动力 系统 的 结 
构 稳定 性 的 一 些 文章 中 ,证 明 存 在 这 样 的 吸引 子 , 在 其 上 的 相 曲 线 


指数 地 发 散 ,而 且 还 证 明 这 类 现象 具有 稳定 性 。 


m 19 

与 这 些 理 论 工作 毫 无 联系 的 是 ,气象 学 家 罗 伦 兹 在 1963 年 叙 
述 了 ， 他 在 模拟 对 流 的 计算 机 实验 中 所 观察 到 的 三 维 相 空间 中 的 
一 个 吸引 子 , 相 曲线 沿 各 个 方向 从 这 个 吸引 子 发 散 出 来 (图 19)， 
并 且 还 指出 了 这 种 现象 与 满 流 的 联系 。 

在 阿 诺 索 夫 和 西 纳 依 的 文章 中 ， 特 别 证 实 了 曲率 为 负 的 曲面 
《鞍点 就 是 这 种 曲面 的 一 个 例子 ) 上 质点 运动 的 指数 发 散 现 象 。 指 
数 发 散 理论 在 流体 动力 学 的 稳定 性 的 研究 中 的 首次 应 用 ， 发 表 于 
1966 年 。 

流体 的 运动 可 描述 为 弯曲 的 无 穷 维 曲 面 上 质点 的 运动 。 这 个 
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曲面 的 曲率 在 许多 方向 上 为 负 , 这 些 方向 导致 轨 线 快速 发 散 , 即 导 
致 流 从 初始 条 件 是 不 可 预测 的 。 特 别 地 ， 这 意味 着 做 长 期 的 动态 
气象 预报 实际 上 是 不 可 能 的 :要 做 提前 一 到 两 个 月 的 预报 ,初始 条 
件 就 必须 精确 到 预报 精确 度 的 1075 倍 。 

不 管 怎样 ， 我 们 回 到 在 平衡 态 失去 稳定 性 之 后 确定 自身 的 行 
为 模式 上 来 , 并 且 假 设 这 种 行为 是 奇异 吸引 子 ( 即 既 不 是 平衡 态 ， 
也 不 是 极限 环 )。 

系统 演变 到 这 样 的 行为 ， 也 就 是 说 在 其 中 可 观察 到 复杂 的 非 
周期 振荡 。 这 种 振荡 的 精微 之 处 对 初始 条 件 的 细小 变化 反应 非常 
敏感 ,而 与 此 同时 这 个 行为 的 平均 特征 却 是 稳定 的 并 且 ( 当 初始 条 
件 在 某 个 区 域内 变化 时 ) 是 不 依赖 于 初始 条 件 的 。 观 察 这 样 的 系 
统 运动 的 实验 者 ， 可 能 称 这 种 振荡 为 湛 流 。 随 着 流体 的 雷诺 数 的 
增 大 , 即 粘 灌 性 的 降低 ， 层 流失 去 了 稳定 性 ,这 时 就 可 观察 到 该 流 
体 的 无 序 运动 。 似 乎 在 数学 上 ， 这 种 运动 恰好 可 用 该 流体 的 相 空 
间 中 这 种 复杂 的 吸引 子 来 描述 。 这 种 吸引 子 的 维 数 对 于 任意 雷诺 
数 都 是 有 限 的 [就 不 带 边 的 二 维 闭 流 形 上 的 流 来 说 ,伊利 雅 申 科 最 
近 得 到 了 这 个 维 数 的 上 界 的 阶 为 Re*; 对 于 二 维 的 带 边 流 形 , 维 什 
克 和 巴 宾 得 到 这 种 吸引 子 的 维 数 的 上 界 为 exp(Re4+e )@O ]， 但 是 
当 Re 趋向 无 穷 大 时 ,这 个 维 数 也 趋向 无 穷 大 。 

一 个 过 程 从 稳定 平衡 态 “流体 的 层 流 >) 到 奇异 吸引 子 CN 
流 ”) 的 转变 , 可 以 或 者 用 跳跃 (为 稳定 性 的 强 的 或 突变 的 失去 ) 来 
完成 ,或 者 在 稳定 性 的 弱 失 去 之 后 得 以 实现 (图 20)。 此 外 ,在 后 一 种 
情形 下 ,自生 出 来 的 稳定 环 会 失去 稳定 性 。 在 系统 的 一 般 状 况 单 参 
数 族 中 , 环 失去 稳定 性 可 以 几 种 方式 进行 :1) 与 非 稳定 环 和 并 (图 
21) ,2) 加 倍 ( 图 22) ,3) 环 面 的 出 现 或 消失 (图 23) ( 安 德 洛 诺 夫 的 
(OQ ge A BERROHTZTBTAXGUERIEETUEESEC CURA 
ВН BIS Re? La! Кене, 
А 


术语 :稳定 环 脱皮 )。 这 最 后 两 个 过 程 的 细节 ,依赖 于 沿 环 面子 午 
线 和 沿 环 面 轴线 运动 的 频率 之 问 的 共振 ， 即 依赖 于 这 两 个 频率 的 
比 是 有 型 数 还 是 无 理 数 。 有 趣 的 是 ， 分 母 为 5 或 者 更 大 数 的 有 理 


数 所 起 作用 实际 上 就 您 无 理 数 。 


奇异 吸引 子 


用 期 的 加 信 ПВ 
| 定性 的 失去 


图 23 图 24 

靠近 环 的 相 曲线 的 性 态 ， 可 以 借助 于 环 为 平衡 态 的 发 展 过 程 

来 近似 地 描述 。 现 在 , 博 格 达 诺 夫 和 和 瞧 罗 佐 夫 ,对 这 样 产生 的 近似 
系统 ,除了 那些 靠近 频率 比 为 1 : 4 的 强烈 共振 的 情形 以 外 的 所 有 
情形 ,都 做 了 分 析 。 图 24 中 绘 的 是 近似 乎 面 系 统 中 相 曲 线 族 的 变 
态 ， 与 这 些 变态 对 应 的 是 在 三 维 空间 中 环 的 邻 域内 相 了 曲线 分 布 的 
变态 :假定 稳定 性 的 失去 发 生 在 共振 为 1:3 的 附近 。 图 25 中 绘 的 
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是 在 共振 为 1:4 的 附 
近 可 能 发 生 的 事件 的 
序列 之 一 。 别 列 佐 弗 
斯 卡 亚 、 希 布 尼克 和 
涅 伊 施 塔 特 得 到 关于 
这 个 共振 的 这 些 基本 
结果 ， 采 用 的 不 是 严 

图 25 格 的 数学 论证 的 方法 ， 
而 是 猜测 与 计算 机 实验 相 结 合 的 方法 。 

前 面 阐述 的 关于 平衡 态 稳定 性 的 失去 的 彭 加 勤 一 安 德 洛 诺 夫 
理论 ， 在 振荡 理论 的 各 个 分 支 自由 度 为 有 限 个 的 系统 和 连续 介 
质 ) 中 都 有 非常 广泛 的 应 用 , 不 可 能 在 这 里 把 它们 一 一 列举 出 来 
力学 ,物理 .化 学 ,生物 学 和 经 济 学 等 中 的 系统 老 是 失去 稳定 性 。 

在 关于 突变 理论 的 文章 中 ， 通 常 都 称 平衡 态 稳定 性 的 弱 失去 

为 稚 普 夫 分 歧 。 这 多 少 是 由 于 我 的 < 过失 ”所 造成 的 , 因为 在 一 九 
六 五 年 的 一 次 与 汤姆 关于 彭 加 勤 一 安 德 洛 诺 夫 理论 的 交谈 中 ， 我 
特别 强调 了 和 瞧 普 夫 的 工作 。 霍 普 夫 把 这 个 理论 的 一 部 分 推广 到 了 
多 维 的 情形 。 
“就 像 在 奇 点 理论 中 那样 ， 在 分 歧 理论 中 也 没有 借助 于 突变 理 
35; 就 得 到 了 基本 结果 及 其 应 用 。 突 变 理论 做 出 的 毫 无 疑义 的 员 
献 ， 就 是 引入 了 吸引 子 这 个 术语 并 且 传播 了 关于 吸引 子 的 分 歧 的 
知识 。 现 在 ， 在 振荡 理论 的 所 有 领域 中 已 经 发 现 了 各 种 各 样 的 吸 
引子 ;例如 , 有 人 指出 , 词 的 不 同 的 音素 就 是 造 声 动态 系统 不 同 的 
”吸引 子 。 ; 

甚至 在 十 年 前 ， 当 任何 一 个 实验 者 比方 说 在 化 学 反应 中 发 现 
了 复杂 的 非 周期 振荡 时 ， 他 会 把 这 归咎 于 实验 不 纯 和 偶然 的 外 部 
作用 等 等 ,而 不 加 考虑 。 但 是 现在 许多 人 知道 ,这 些 复杂 的 振荡 可 
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能 是 与 该 事物 的 内 在 本 质 有 关 ， 也 可 能 是 由 该 问题 的 基本 方程 决 
定 ,而 不 可 能 是 由 随机 的 外 部 作用 决定 ; 同 过 程 行为 的 典型 的 稳 衡 
模式 和 周期 模式 一 样 ， 我 们 能 够 而 且 也 必须 对 这 些 复杂 的 非 周期 
振荡 进行 研究 。 


第 七 章 ”稳定 性 边界 的 奇 点 
与 好 景 不 长 原理 


我 们 来 考虑 一 个 依赖 于 多 个 参数 的 系统 的 平衡 态 ， 并 且 我 们 
假设 平衡 态 在 参数 的 某 个 变化 区 域内 不 会 分 歧 。 

我 们 将 用 参数 轴 上 (如 果 有 二 个 参数 则 是 在 参数 平面 上 ,如 果 
有 三 个 参数 则 是 在 参数 空间 里 , 等 等 ) 的 一 个 点 , 来 表示 对 应 于 参 
数 的 某 个 值 的 那个 系统 。 

然后 ,依据 平衡 态 是 否 稳定 , 我 们 将 参数 空间 中 所 研究 的 区 域 
分 为 两 部 分 。 于 是 ， 我 们 就 得 到 了 参数 平面 上 或 者 参数 空间 里 的 
稳定 区 域 一 -由 对 应 的 平衡 态 是 稳定 的 那些 参数 值 组 成 、 非 稳定 
区 域 以 及 分 晤 它们 的 稳定 性 边界 。 

REEMANN BREW, 我 们 将 只 限于 研究 以 一 般 状 
况 的 方式 依赖 于 参数 的 系统 族 。 结 果 是 ， 稳 定 边界 可 能 具有 在 读 
族 的 小 扰动 之 下 不 会 被 消去 的 奇 点 。 

图 26 刻画 的 是 ,( 具 有 任意 维 的 相 空 间 的 ) 进化 系统 的 一 般 状 
况 双 参 数 族 中 平衡 态 的 稳定 边界 的 所 有 奇 点 ,而 图 27 刻画 的 则 是 
三 个 参数 的 族 的 情形 。 两 图 中 的 公式 描绘 的 都 是 在 参数 平面 上 或 
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参数 空间 里 适当 选择 的 坐标 下 的 稳定 区 域 。 一 般 来 说 ， 这 些 区 域 
都 是 曲 边 的 。 
ATER, 在 所 有 情形 下 ， Ко 因而 
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区 域 ， 而 不 是 进入 稳定 区 域 。 这 就 是 那个 说 所 有 的 良 态 (例如 , 稳 
定性 ) 比 劣 态 都 要 胞 弱 的 一 般 原理 的 一 种 具体 表现 形式 。 

似乎 在 好 的 情形 下 ,许多 要 求 必须 同时 得 到 满足 ,而 称 一 情形 
为 坏 的 却 甚至 只 需 一 个 要 求 得 不 到 满足 就 足够 了 。 

在 四 个 参数 的 情形 中 ， 我 们 还 须 在 上 面 列举 的 稳定 边界 的 奇 
点 中 另 加 上 二 种 次 点 。 随 着 参数 个 数 的 增加 ， 一 般 状况 族 的 稳定 
边界 上 奇 点 美 型 的 数目 将 急 院 地 增 大 。 但 是 , 列 旺 托 弗 斯 基 证 明 
无 论 参 数 的 数目 多 么 大 , 奇 点 类 型 (用 参数 的 光 清 变化 不 能 互相 转 
化 ) 的 数目 总 是 有 限 的 ,而 且 好 景 不 长 原理 仍然 成 立 。 


第 八 章 ” 焦 散 面 波 阵 面 
以 及 它们 的 变态 


疝 点 理论 的 最 重要 的 结论 之 一 : 像 拆 迭 和 尖 点 这 样 一 些 简单 
形式 具有 普遍 性 (universality)。 于 是 ， 人 们 可 以 预期 能 处 处 见 
到 它们 ， 因 而 学 会 识别 它们 也 是 有 用 的 。 除 了 上 面 列举 的 寄 点 以 
外 ,人 们 还 常常 见 到 另外 一 些 各 有 自己 名 称 的 更 复杂 类 型 的 奇 点 ， 
RR EPPA ARMA A (elliptic umbilico) J, 
RE OAI Z ARAR A” hyperbolic umbilic)) 等 等 。 

假设 有 一 种 扰动 (比如 ,冲击 波光 或 者 一 种 传染 病 ) 正 在 某 种 
媒质 中 传播 。 

为 简单 起 见 ， 我 们 从 平面 情形 入 手 。 我 们 还 假设 扰动 在 初始 
时 刻 位 于 曲线 c 上 (图 28 ), 并 旦 扰动 传播 的 速率 为 1 。 为 了 确定 
扰动 在 时 刻 上 将 到 达 何 处 ， 我 们 须要 沿 曲线 a 的 每 一 条 法 线 向 该 
曲线 外 画 一 条 长 为 的 线段 。 所 得 到 的 曲线 称 为 波 阵 面 。 

即使 初始 波 阵 面 绝 无 奇 点 ,但 在 某 一 时 刻 之 后 ,也 将 开始 出 现 
青 点 。 例 如 ,扰动 在 椭圆 内 的 传播 ,就 出 现 了 如 图 29 所 示 的 奇 点 。 


t 
a 
图 28 图 29 


这 些 奇 点 都 是 稳定 的 , 即 在 初始 波 阵 面 的 小 扰动 之 下 ,这 些 育 点 都 
28 
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是 不 可 消去 的 。 对 于 一 般 状况 的 光滑 初始 波 阵 面 来 说 ， 随 着 时 间 
的 推移 ,也 只 会 出 现 这 种 类 型 的 标准 奇 点 。 

在 初始 波 隆 面 的 小 扰动 之 下 ,所 有 其 它 奇 点 (例如 ， 在 收缩 加 
的 圆心 处 的 奇 点 ) 都 将 分 解 成 为 几 个 标准 型 的 奇 点 。 

在 一 般 状 况 的 三 维 光滑 波 阵 面 上 , 随 着 时 间 的 推移 ,只 可 能 出 
现 图 30 中 所 示 的 尖 消 和 标准 的 燕尾 型 奇 点 ( 试 着 绘 出 在 三 维 空间 
中 的 椭 球 面 里 传播 的 波 隆 面 的 奇 点 )。 在 波 阵 面 的 小 扰动 之 下 ,所 
有 更 复杂 的 奇 点 ， 都 将 分 解 成 为 一 些 尖 着 与 自 相交 曲线 相 联 的 


图 30 图 31 


燕尾 可 定义 为 所 有 使 得 多 项 式 xt tax? +bx+c 有 重 根 的 点 
(a,b, 0) 组 成 的 集合 。 在 这 张 曲面 上 有 一 条 尖 疹 (图 30 中 的 B) 和 
一 条 自 相 交 曲线 (图 30 中 的 С). 

蓝 尾 也 可 从 空间 曲线 4=t*、B=ts.C=tt 得 到 , -一 这 条 曲 
线 的 所 有 切线 就 形成 了 燕尾 。 Е 

我 们 来 研究 燕尾 与 平行 平面 在 一 般 状 况 的 位 置 上 的 交 EO 
31)。 

这 些 交 线 都 为 平面 曲线 。 在 平行 平面 移动 而 通过 燕尾 的 顶点 
的 那 一 刻 ， 这 些 曲线 的 形式 发 生 了 变化 。 此 处 的 这 个 变化 (变态 ) 
恰好 与 平面 上 波 阵 面 (例如 ， 扰 动 在 椭圆 内 传播 的 过 程 中 ) 的 变态 
一 致 。 

我 们 可 以 如 下 地 描述 平面 上 波 阵 面 的 变态 。 除 了 底 空间 (在 此 
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情形 下 为 平面 ) 之 外 ， 我 们 也 考虑 时 空 (在 目前 情形 下 为 三 维 空 
间 )。 波 阵 面 在 平面 上 传播 , 在 时 空 里 就 扫 出 一 个 曲面 。 结 果 是 ， 
这 个 曲面 自身 也 总 可 以 看 作为 时 空 里 的 波 阵 面 (大 波 阵 面 )。 在 一 
般 状 况 的 情形 下 , 大波 阵 面 的 奇 点 可 以 是 燕尾 , 尖 状 和 以 一 与 等 时 
面 (isochrones) 一 一 由 时 空 里 《同时 ”的 点 组 成 一 一 有 关 的 一 般 状 
况 方式 位 于 时 空 里 的 自 相交 曲线 。 现 在 ， 容 易 看 出 在 一 般 状 况 的 
情形 下 ,平面 上 瞬间 的 波 阵 面 可 能 发 生 哪些 变态 :它们 就 是 那些 在 
大 波 阵 面 的 等 时 横 截 面 的 形式 下 发 生 的 变化 。 

同样 地 ,对 在 三 维 空间 中 传播 的 波 阵 面 的 变态 进行 研究 ,导致 
了 用 三 维 等 时 面 对 四 维 时 空中 大 (三 维 的 ) 波 阵 面 的 横 截 面 进行 研 
究 。 所 出 现 的 变态 都 绘 在 图 32 中 。 


В 32 
对 波 阵 面 的 变态 进行 研究 ， 只 是 导致 产生 突变 理论 的 许多 问 
题 中 的 一 个 ;然而 , 即使 在 三 维 空间 的 情形 下 , 突变 理论 专家 们 也 
未 能 处 理 这 个 问题 ;只 是 基于 晶体 的 对 称 群 的 理论 ,在 奇 点 理论 中 
引入 了 新 的 方法 , 才 于 1974 年 得 到 图 32。 
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同 波 阵 面 一 样 ,射线 系统 也 可 用 来 描述 扰动 的 传播 。 例 如 ,用 
椭圆 的 内 法 线 族 , 就 可 描述 护 动 在 椭 加 内 的 传播 (图 33)。 这 个 内 
法 线 族 有 一 个 包 络 。 射 线 族 的 包 络 称 为 集散 绕 ( 即 它 是 < 灼 亮 的 ”， 
因为 光 聚 焦 在 其 上 )。 当 太阳 光照 射 在 茶杯 上 时 ,在 茶杯 的 内 曲面 
上 可 清晰 地 看 到 一 个 焦 散 面 。 天 空中 的 彩虹 ， 也 就 是 由 于 射线 系 
统 经 过 水 泣 而 得 到 完全 的 内 反射 之 后 所 形成 的 焦 散 面 (图 34)。 


图 33 ma 

椭 困 型 波 阵 面 的 集散 线 有 四 个 尖 点 ， 而 且 这 些 奇 点 都 是 稳定 
RO, 因为 邻近 的 波 阵 面 的 焦 散 线 具有 相同 的 奇 点 。 在 小 扰动 之 下 ， 
焦 散 线 的 所 有 更 复杂 的 奇 点 都 将 分 解 成 为 一 些 标准 奇 点 一 尖 点 
《局 部 地 由 x =y* 给 出 ) 和 自 相交 曲线 。 

三 维 空间 中 任何 曲面 的 法 线 系统 也 都 有 焦 散 面 。 这 种 焦 散 面 
可 由 在 每 一 条 法 线 上 标 出 曲率 半径 的 方法 来 构造 。 一 般 说 来 ， 一 
个 曲面 在 每 一 点 都 有 二 个 不 同 的 曲率 半径 ， 因 此 每 条 法 线 就 有 两 
个 焦 散 点 。 

即便 是 描绘 最 简单 
的 曲面 一 例如， 三 维 
空间 中 的 酉 球面 一 一 的 
焦 散 面 , 也 非 易 事 。 

三 维 室 间 中 一 般 状 
况 的 焦 散 面 只 有 标准 奇 图 з 


. o o e 
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曲 型 脐 点 ?), 如 图 35 所 示 。 

金字 塔 有 三 条 在 顶点 相 切 的 尖 消 :钱包 有 一 条 人 尖 消 ,而 且 钱 包 
是 由 两 个 相交 于 两 条 线 的 对 称 船形 弓 组 成 的 。 这 些 奇 点 都 是 稳 
定 的 。 

Г 三 维 空间 中 焦 散 面 的 所 有 更 复杂 的 奇 点 都 将 
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ATARE МИННИ ЕЮ, 我 们 来 考虑 
其 焦 散 线 和 扰动 在 传播 中 的 波 阵 面 。 不 难看 出 ， 传 播 中 的 波 阵 面 


* o e c n * a n * c. * ^ ^ E * e. n 


例如 ， 图 32 中 波 阵 面 5 的 变态 就 对 应 于 焦 散 面 上 的 一 个 燕 
尾 。 波 阵 面 的 尖 消 在 三 维 空间 中 运动 ,就 扫 出 了 焦 散 面 的 曲面 ( 燕 
尾 )。 不 过 , 焦 散 面 这 样 分 解 成 曲线 ， 与 我 们 早先 见 到 的 燕尾 曲面 
分 解 成 平面 曲线 不 同 (图 31)， 因 为 运动 着 的 波 阵 面 的 尖 背 没有 自 
相交 有 曲线。 运动 着 的 波 阵 面 的 尖 宥 二 次 通过 焦 散 面 的 自 相交 线 上 
的 每 一 点 , 两 次 通过 之 间 的 时 间 间 隔 非 常 小 ( 阶 为 ssa, 其 中 为 从 
燕尾 项 点 算 起 的 距离 )。 

完全 相同 地 , 在 图 32 的 变态 3 和 变态 4 中 , 运动 着 的 波 阵 面 
КЕНТ и, 

如 果 原 来 那个 波 阵 面 在 参数 的 控制 之 下 运动 ， 那 么 它 的 焦 散 


线 也 运动 ， 并 且 在 这 个 运动 的 过 程 中 可 能 发 生变 态 。 正 如 我 们 对 
о bit ЕЕ TARDA 
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的 变态 都 给 在 图 36 H GIERE 钱包 和 金字塔 等 的 平面 
线 的 变态 )。 在 单 参数 族 的 小 扰动 之 下 ,所 有 更 复杂 的 变态 都 将 分 
解 成 为 一 连 串 的 上 述 变态 。 

我 们 把 注意 力 转向 表示 “从 无 到 有 的 ” 焦 散 面 的 形成 过 程 的 变 
态 1。 新 形成 的 焦 散 面 形 如 一 尾 端 都 为 半 立 方 尖 点 的 镰刀 [用 汤姆 
的 术语 的 话 , 称 为 “ 唇 ?(lips)]。 与 此 类 似 , 当 投影 的 方向 变化 时 , 曲 
面 的 可 见 轮廓 也 可 能 是 “从 无 到 有 的 2( 图 37)。 如 从 正 上 方 往 下 看 
一 小 山 ,我 们 就 见 不 到 轮廓 。 当 视线 倾斜 时 ,起 初 只 会 出 现 一 个 奇 
点 ,随后 迅速 增多 (与 Vi 一 t6 成 比例 , 其 中 t 为 出 现 奇 点 的 那个 时 
AID, 进而 形成 为 “ 唇 >。 这 里 所 描述 的 变态 ， 可 以 看 作 是 尖 背 曲面 
的 平面 截 线 当 平 面 平移 时 发 生 的 变态 (在 形式 发 生变 化 的 那 一 刻 ， 
平面 与 尖 冰 相 切 如 图 38)。 
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ms 
在 可 见 轮廓 上 也 可 见 到 | 八 信 八 八 AN 
变态 3 一 -人 们 只 需 细 察 从 
沿 旁 走 过 去 的 一 头 双 蜂 骆驼 из 
(图 39), 在 发 生变 态 的 那 一 刻 ， 其 剖面 具有 与 曲线 如 =x4 相同 
的 奇 点 。 
一 般 状 况 单 参数 族 中 曲面 的 可 见 轮 廓 的 全 部 变态 ， 都 由 绘 在 
33 


图 36 中 的 前 三 个 图 解 1 一 3 给 出 。 

在 三 维 空间 中 运动 的 集散 而 的 变态 ,借助 于 四 维 时 空中 大 (三 
维 ) 焦 散 面 的 模 截面 , 可 由 三 维 的 等 时 面 得 到 。 这 些 变态 都 绘 在 图 
40 和 41 中 。 
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这 些 变态 中 的 (1) 描述 了 “从 无 到 有 的 ”新 焦 散 面 的 形成 过 
程 。 我 们 看 到 , 新 形成 的 焦 散 面 很 像 一 陡 边 茶 碟 。 在 形成 为 茶 碟 状 
之 后 的 时 刻 上 , 长度 和 宽度 的 阶 都 为 w+ ， 深度 的 阶 为 t ;厚度 的 阶 
BA. 

当 一 束 光 通过 扩散 媒介 (灰尘 ,烟雾 ) 时 ,就 可 见 到 仿 散 面 。 扎 
卡 留 金 推测 ,有 些 观察 者 可 能 把 这 类 焦 散 面 说 成 是 “飞碟? 了。 

焦 散 面 的 尖 冰 在 三 维 空间 中 运动 ,就 扫 出 了 双重 集散 (bicau~ 
stic) 曲 面 。 与 图 40 和 41 中 各 种 变态 相对 应 的 一 般 状 况 双 重 焦 散 
面 的 奇 点 ,都 绘 在 图 42 中 。 
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图 42 

众所周知 ,射线 只 是 波 ( 比 如 光 ) 传播 的 初步 的 近似 描述 ;为 了 
找到 波 传播 的 更 精确 的 描述 ， 必 须 引 入 一 个 新 的 基本 参数 一 波 
长 (只 有 当 与 系统 的 特征 几何 维 数 相 比 波长 很 小 时 ,射线 描述 才 是 

满意 的 描述 )。 
光 的 强度 在 焦 散 面 附近 很 高 ， 而 在 其 奇 点 附近 仍然 很 高 。 强 
魔 的 扩大 系数 与 4-< 成 比例 ,其 中 1 为 波长 ,指数 e 是 一 个 依据 奇 点 
$5 
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的 类 卉 而 定 的 有 理 数 。 对 于 最 简单 的 奇 点 来 说 ,a 的 值 如 下 。 
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1/6 1/4 3/10 1/3 1/3 


因此 ， 照 得 最 亮 的 点 是 金字 塔 型 奇 点 和 钱包 型 奇 点 。 就 运动 
的 焦 散 面 而 言 ， 可 能 在 一 些 孤 立 的 退 间 有 节奏 地 出 现 甚至 更 亮 的 
As 型 奇 点 和 Ds@ 型 奇 点 ( 见 图 40 和 41; 对 于 A Ж, а=1/3, 
而 对 于 Ds 来 说 ,a = 3/8)。 

如 落 光 足够 强 ,以致 它 可 以 摧毁 媒介 , 则 摧毁 将 从 最 亮 的 点 开 
始 。 因 此 ， 指 数 “决定 了 出 现 摧毁 这 种 现象 的 光 强 是 怎样 依赖 于 
光 的 频率 的 。 

扎 卡 留 金 将 上 面 叙述 的 焦 散 面 和 波 阵 面 的 奇 点 的 分 类 ， 类 似 
地 搬 到 多 维 直 至 十 维 空间 中 去 了 。 

由 焦 散 而 、 波 阵 面 以 及 它们 的 变态 的 几何 的 奇 点 理论 做 出 的 

预测 ,在 实验 中 得 到 了 完全 证 实 。 现 在 看 来 奇 译 的 是 , 关 # 么 两 个 
世纪 以 前 没有 建立 起 这 个 理论 。 然 而 ， 事 实 是 所 需 的 数学 工具 并 
TRIS RO, 而 与 单 李 代数 的 分 类 、 科 克 希 契 (Coxeter) 的 晶体 群 的 
分 类 、 辫 群 的 理论 以 及 依赖 于 参数 的 积分 的 多 值 (ramification) 
理 褒 , 等 等 这 样 广泛 的 数学 领域 有 关 ,甚至 还 以 相当 神秘 的 方式 与 
三 维 欧 氏 空间 中 正 多 边 体 的 分 类 相 联系 着 。 
”突变 理 论 专家 们 力图 避 开 众 奥 的 数学 。 例 如 , 齐 曼 在 1980 年 
逢 列 的 关于 突变 理论 的 庞大 的 文献 目录 中 ,就 略 去 了 1976 年 以 来 
发 表 的 大 多 数 数学 论文 。 因 此 ， 突 变 理论 专家 们 继续 尝试 用 实验 
Ф 上 面 列举 的 所 有 奇 点 都 分 属 A&s 和 Da 两 族 , 有 关 这 两 族 的 更 详细 的 内 容 可 在 第 
十 六 章 中 找到 。. 


© 本 书 最 开始 所 述 囊 符 尼 定 理 的 原始 证 明 ,大 约 有 四 十 页 纸 长 ; 虽然 人 们 能 够 很 
容易 地 理解 并 运用 奇 点 理论 的 最 新 儿 何 结 果 来 重新 证 明 它 ,但 是 这 些 证 明 仍然 很 复杂 。 


ilis 5; 


寻找 那些 已 被 数学 家 们 解决 了 的 问题 的 答案 。 例 如 ，1980 年 发 表 
了 一 篇 关于 风 场 和 冰 的 运动 的 论文 ， 其 中 成 功 地 猜 出 了 三 维 空间 
里 焦 散 面 的 变态 的 表 ( 见 图 40 和 41 ) 中 的 一 半 变 态 ， 而 这 个 表 数 
学 家 们 早 在 1976 年 就 已 得 到 了 。 


第 九 章 ” 宇 宙 中 物质 的 大 范围 分 布 


当今 字 窗 中 物质 的 分 布 很 不 均匀 一 一 有 行星 、 太 阳 、 恒星 、 银 
河 系 ,银河 系 团 等 等 。 天 体 物理 学 家 们 现在 认为 ,在 宇 窗 发 展 的 早 
期 阶段 并 不 存在 这 种 不 均 久 性。 那么， 这 种 不 均匀 性 又 是 怎样 形 
成 的 呢 ? 泽 利多 维 奇 在 1970 年 提出 了 尘 状 物质 星团 的 形成 的 一 
种 解释 。 这 种 解 种 在 数学 上 等 价 于 焦 散 面 的 奇 点 形成 的 分 析 。 

我 们 考虑 一 种 相互 不 影响 的 介质 , 即 这 种 介质 如 此 妖 玻 以致 
其 一 个 粒子 “通过 ?其 另 一 个 粒子 时 它们 不 会 碰撞 。 为 简单 起 见 ， 
我 们 假设 粒子 不 相互 影响 并 且 是 在 惯性 的 作用 下 运动 : 在 时 间 : 
内 ,粒子 从 点 * HORS A evt 

我 们 假设 在 初始 时 刻 ,粒子 在 点 x 的 速度 是 yw GO y 向 景 场 y。 
称 为 此 介质 的 初始 速度 场 。 随 着 时 间 的 推移 ,粒子 的 运动 ,介质 的 
初始 速度 场 发 生 了 变化 (尽管 每 个 粒子 的 速度 并 不 会 变 , 但 是 在 每 
一 接 下 来 的 时 刻 ,次 个 粒子 将 会 在 新 的 位 置 上)。 

我 们 在 图 43 中 绘 的 是 均匀 介质 的 亡 始 速度 场 y。， 以 及 在 时 


图 43 图 44 
78 t9 1,2,3 之 后 从 v 得 到 的 速度 场 y,、v;、vs。 我 们 看 到 ,从 某 一 
38 
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个 时 刻 起 , 较 快 的 粒 订 开始 把 较 慢 的 粒子 抛 在 后 面 , 结果 使 得 还 度 


族 。 这 也 就 是 说 ,对 于 每 个 + 都 存在 一 个 映射 e 把 每 个 粒子 的 初 
始 位 置 (x) 送 到 最 终 位 置 g,(x) =x +vo(x)t。 

映射 во 为 恒 等 映射 ,就 是 把 每 个 点 映 到 自身 的 变换 。 对 于 靠 
近 0 的 it 映射 g, 是 一 对 一 的 ,因而 没有 奇 点 。 但 经 过 首次 赶 超 之 
后 ,8, 就 有 了 两 个 折 迭 。 

假设 起 初 介质 在 点 x 的 密度 为 p,(x)。 密 度 是 随时 间 变 化 的 。 
不 难看 出 , 经 过 赶 超 之 后 , 密度 函数 的 图 形 将 有 图 44 所 示 的 形状 
(在 与 折 迭 点 相距 6 的 点 处 ,密度 的 阶 为 1/ V5)。 

因此 ,经 历 了 足够 长 的 时 间 之 后 ,初始 速度 场 中 速度 值 的 微小 
偏差 异 导 致 了 粒子 聚集 (在 那些 密度 无 穷 大 的 地 方 ) 的 形成 。 

当 从 一 维 介质 过 渡 到 充满 一 个 任意 维 的 空间 的 介质 时 ， 如 果 
考虑 了 外 部 力 场 或 者 源 于 介质 的 场 对 粒子 运动 的 作用 ， 而 且 也 考 
虑 了 相对 论 效 应 和 字 窗 脱 胀 的 话 ,那么 上 述 结论 依然 成 立 。 

如 果 此 力 场 是 一 个 势 场 ， 即 沿 任何 道路 运动 所 做 的 功 仅 与 访 
道路 的 起 点 和 终点 有 关 , 并 且 初 始 速度 场 也 是 一 个 势 场 , 那 么 描述 
映射 g, 的 奇 点 及 其 在 + 的 变化 之 下 的 变态 的 问题 ， 在 数学 上 就 相 
当 于 描述 焦 散 线 的 奇 点 及 其 变态 的 问题 。 这 两 者 均 系 所 谓 拉 格 朗 
. 自 奇 点 理论 的 研究 课题。 

在 二 维 介质 的 情形 中 ， 密 度 无 穷 大 的 点 形成 平面 上 的 一 些 曲 
Ro 这 些 曲线 是 由 映射 2, 的 临界 值 一 即 在 临界 点 上 的 值 一 一 形 
成 的 。 对 于 图 1 中 的 映射 来 说 ， 临 界 点 就 是 球面 的 赤道 上 的 那些 
点 ,而 临界 值 就 是 水 平面 上 可 见 轮廓 的 那些 点 。 

Bic? e, 的 临界 值 形成 的 曲线 称 为 它 的 焦 散 线 。 它 也 可 用 与 通 
常 的 光学 焦 散 线 相同 的 方式 ,定义 为 两 条 无 限 靠 近 的 射线 (粒子 轨 

$9 


线 ) 的 交点 组 成 的 集合 。 

同样 ,对 光学 焦 散 线 的 变态 所 做 的 描述 , 可 以 搬 来 描述 在 势能 
作用 下 运动 的 粒子 团 (介质 的 密度 为 无 限 大 的 点 ) 的 变态 。 

平面 上 最 先 出 现 的 奇 点 ， 看 起 来 像 一 个 其 顶端 处 为 半 立方 线 
的 尖 角 的 镶 刀 (三 维 空间 中 新 生成 的 焦 散 面 形 如 一 茶 碟 )。 泽 利多 
维 奇 把 如 此 集散 面 称 为 发 面 效 饼 D САЗА У блин) 它 起 初 被 
解释 为 银河 系 ,后 来 被 解释 为 银河 系 团 )。 

随 着 介质 继续 的 运动 ,还 会 产生 新 的 发 面 衣 饼 。 此 外 , 原 有 的 
发 面 族 饼 又 开始 变化 ,而 且 可 能 会 彼此 影响 。 图 45 中 绘 的 是 二 维 
介质 中 事件 的 一 个 典 再 序列 。 

图 40 和 图 41 中 


AN 绘 的 是 三 维 介质 中 所 
~ x (2) 有 可 能 的 基本 变态 
(得 到 这 些 结果 ,需要 
用 到 复杂 的 拉 格 朗 日 
奇 点 的 数学 理论 )。 

Е МОРАТИ, АЕ ве 
曲线 ,在 一些 孤立 的 点 上 ,具有 一 些 阶 不 相同 的 奇 点 。 我 们 将 用 所 
考虑 的 点 的 一 个 * 邻 域 上 的 平均 密度 一 即 读 e 邻 域内 的 质量 与 
该 邻 域 的 体积 的 比值 ,来 刻 划 一 个 奇 点 。 

当 邻 域 的 半径 。 趋 于 零 时 ， 焦 散 面 的 点 上 的 平均 密度 就 趋 于 
ESK. 

集散 面 的 各 种 点 上 的 平均 密度 量 的 阶 如 下 : 


в в RE, LFI 


gi 


O ватин. — чи 
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随 着 时 间 的 变化 ,在 一 些 孤 立 的 时 刻 可 能 出 现 (平均 密度 的 阶 为 
Е -4'5 的 ) 奇 点 4s 和 (平均 密度 的 阶 为 e-!1ln'/e 的 ) 奇 点 Ds。 

天 体 物 理学 家 们 的 结论 是 ， 在 宇宙 的 半径 比 现在 的 要 小 一 干 
倍 的 那个 时 候 , 宇宙 中 物质 的 大 范围 分 布 几乎 是 均匀 的 ,并 且 速 度 
场 也 几乎 是 势 场 。 随 后 发 生 的 粒子 运动 导致 了 焦 散 面 一 - 即 密度 
函数 的 奇 点 和 粒子 团 一 一 的 形成 。 直 至 发 面 煎 饼 的 形成 ， 密 度 仍 
但 很 小 , 可 以 认为 介质 的 粒子 相互 之 间 是 不 影响 的 。 在 此 之 后 ,如 
果 假 设 宇宙 的 大 部 分 质量 是 集聚 在 承受 质量 的 中 微 子 上 ， 那 么 仍 
然 可 以 认为 介质 的 粒子 之 间 是 相互 不 影响 的 ;然而 ,如 果 大 部 分 质 
量 是 育 在 质子 和 中 子 上 ,那么 从 焦 散 面 的 几何 及 其 变态 进行 推演 ， 
在 处 理 上 就 必须 小 心 谨慎 一 些 ， 这 是 因为 在 这 种 情况 下 介质 痢 粒 
子 不 再 是 互 不 影响 的 了 。 

看 来 ， 关 于 物质 在 曲面 上 的 聚集 与 沿 某 些 线 ( 引 线 ) 发 生 的 最 
初 聚 集 ,在 一 些 特殊 的 点 ( 结 点 ) 上 相遇 的 结论 , 是 与 天 文 观测 的 结 
果 相 符 的 ,至 少 大 体 上 是 这 样 ( 尚 达 林 )。 


第 十 章 ”最 优化 问题 中 的 
奇 点 : 极 大 值 函数 


许多 奇 点 ,分歧 和 突变 (跳跃 ) 产 生 于 各 种 各 样 的 寻找 极 值 ( 航 
大 值 和 极 小 值 ) 的 问题 一 一 最 优化 、 控制 论 和 决策 论 等 中 的 问题 
一 一 之 中 。 例 如 , 假设 我 们 需要 找 x, 使 得 函数 f(x) 的 值 为 极 大 
(图 46)。 在 此 序数 的 光滑 改变 之 下 ， 其 最 优 解 将 发 生 跳跃 性 的 变 
化 ,从 一 对 互相 竞争 着 的 极 大 值 中 的 一 个 (4) 变 到 另 一 个 (B)。 

下 面 我 们 将 考虑 几 个 这 种 类 型 的 问题 ,这 些 问题 ,尽管 在 某 些 
情形 下 ,已 经 得 到 了 奇 点 的 恰当 分 类 ,但 离 完 全 解决 仍 相 距 甚 远 。 

我 们 考虑 以 x 为 变量 ,y 为 参数 的 函数 族 f(x,y) 。 对 于 y 的 每 一 
个 固定 的 值 , 我 们 来 计算 这 个 函数 的 极 大 值 ,将 其 记 为 

Е(у) = maxf (xy). 
x 


函数 也 连续 但 不 一 定 光滑 ,即便 了 是 多 项 式 ,也 不 例外 。 


图 46 图 47 


例 1， 设 7 为 视线 的 方位 角 ,x 为 距离 ,f 为 在 方位 角 的 方向 y 
上 距离 为 Рено писан 47). WF 确定 的 是 这 个 
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poni aua, 

变量 x 和 参数 y 可 为 任意 维 空间 中 的 点 ; 除了 极 大 值 函数 以 
外 ,我 们 还 可 见 到 极 小 值 函 数 。 

例 2， 设 x 为 平面 曲线 Y 上 的 一 点 ,y 为 曲线 Y 所 围 的 区 域 中 
的 一 点 ,f(x, 丰 是 从 y 到 x 的 距离 。 

我 们 将 把 了 看 作 是 以 曲 
线 Y 所 围 区域 的 点 ! 为 参数 ， 
曲线 7 的 点 * 的 函数 。 那 么 ， x 
f(x,y) 的 极 小 值 函数 F(y) 
就 是 从 点 y 到 曲线 7 的 最 短 
距离 (图 48)。 很 明显 ， 这 
个 函数 是 连续 的 但 非 处 处 图 48 
光滑 。 

我 们 可 以 想象 有 这 样 一 把 铲子 , 它 的 边缘 为 曲线 7 我 们 在 这 
把 铲子 上 侄 一 PA MARE 


и. 


оо 


函数 有 的 等 高 线束 不 是 别 的 ,恰好 就 是 扰动 在 曲线 内 传播 
的 波 阵 面 。 

奇 点 理论 使 得 我 们 不 仅仅 能 够 列举 本 例 中 极 大 值 函数 的 奇 
点 ,而 且 还 可 以 列举 有 任意 多 个 变量 的 函数 的 一 般 状况 族 的 奇 点 ， 
只 要 参数 y 的 个 数 不 大 于 10( 布 雷 兹 加 洛 瓦 )。 下 面 , 我 们 来 考虑 
最 简单 的 只 有 一 个 参数 的 情形 和 二 个 参数 的 情形 。 

在 y 参数 轴 ( 或 平面 ) 上 选取 适当 的 坐标 , 并 且 在 从 F 减 去 参 
数 的 一 个 适当 的 光滑 函数 之 后 ,我 们 就 能 够 在 每 个 点 的 邻 域内 ,化 
一 般 状 况 族 的 极 大 值 函 数 为 下 列 标准 型 之 一 : 

一 个 参数 的 情形 : F(y) = [yl s 


ly, | 或 
二 个 参数 的 情形 ; FP(y) = ( max(y1 ‚уз у, ty 


max(—x* e yix? & ysx). 
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特别 的 是 ,一 个 参数 情形 的 公式 表明 ,一 般 状 况 的 光滑 景物 的 轮廓 
线 的 奇 点 不 外 平 就 是 最 简单 的 弯 折 。 由 两 个 参数 情形 的 公式 所 描 
述 的 极 大 值 函 数 , 具有 极 小 值 函数 的 下 述 奇 点 (例如 ， 铲 子 上 沙 堆 
的 曲面 的 奇 点 ) : PR, Аах РАМН RKE OX 
48)。 

在 后 一 种 情形 下 ,去 掉 燕尾 ( 见 图 30) УНИИ 
(ВСВ) 后 所 得 的 那 部 分 曲面 (关于 水 平面 反射 所 形成 的 ), 就 是 极 
小 信函 数 的 图 形 。 

至 于 三 个 、 四 个 ,五 个 和 六 个 参数 的 情形 , 不 同类 型 奇 点 的 个 
数 分 别 为 五 л. 十 二 和 十 七 。 但 从 七 个 参数 开始 , 不 等 价 奇 点 类 
型 的 个 数 却 变 成 了 无 限 多 : 这 些 函 数 的 标准 型 都 必然 包含 “ 模 数 ? 
《moduli) , 模 数 就 是 附加 连续 的 一 些 参数 的 函数 。 

马 托 夫 证 明了 ,从 拓扑 学 的 角度 来 说 ,光滑 函数 的 一 般 状 况 族 
的 极 大 值 ( 极 小 值 ) 函数 , 与 参数 空间 上 的 一 般 状况 的 光滑 函数 有 
相同 的 局 部 结构 。 


第 十 一 章 ”可 达 边 界 的 奇 点 


相 空 间 中 的 控制 系统 (controlled system) 的 定义 如 下 : 它 不 
像 通常 的 发 展 系统 那样 ,在 相 空间 的 每 一 点 上 仅 有 一 个 速度 向 量 ， 


(indicatrix)。 

控制 问题 就 是 要 在 
每 一 时 刻 ， 从 指标 场 中 
选 出 一 个 速度 向 量 ， 以 
到 达 给 定 的 目标 一 一 例 
如 在 可 能 最 短 的 时 间 
内 到 达 相 空间 的 某 个 
子 集 。 н 

HA Erb К A E SEU P А P CORR RT RE AR. Bt 
章 中 考 虐 的 到 一 条 曲线 的 距离 的 极 小 值 函数 的 奇 点 ， 只 是 一 种 特 
殊 情 形 。 在 那里 ,指标 场 是 一 个 圆 ,目标 是 那 条 曲线 。 和 此 特殊 情 
形 完 全 不 同 , 对 一 般 控制 问题 中 最 短 时 间 的 奇 点 还 研究 得 很 少 。 

在 一 般 情 形 中 ， 在 所 有 初始 条 件 下 想 要 到 达 目 标 也 许 是 不 可 
能 的 。 相 空间 中 那些 可 到 达 目 标的 点 (在 任 一 时 间 内 到 达 即 可 ) 组 
成 的 集合 称 为 可 达 区 域 (domain of attainability)。 

可 达 区 域 的 边界 可 能 有 奇 点 ， 甚 至 在 不 仅 目标 无 奇 点 而 且 指 
标 场 在 相 空间 的 各 个 点 上 也 无 奇 点 的 情形 下 ， 它 也 还 是 可 能 有 奇 
点 。 下 面 我 们 将 叙述 是 由 达 维 多 夫 给 出 的 ， 当 指标 场 和 目标 都 
是 光滑 曲线 时 ， 相 平面 上 一 般 状 况 控制 系统 中 可 达 边 界 奇 点 的 
分 类 。 
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共有 四 种 类 型 的 边界 奇 点 ， 其 中 三 类 在 相 平面 上 适当 选择 的 
局 部 坐标 下 ,由 下 述 简 单 的 公式 给 出 : 
D у= |х|, 
2) у=х|х|, 
3) у= х? |х]. 
第 四 种 类 型 边界 奇 点 的 标准 型 包含 一 个 有 两 个 变量 xy 和 三 
个 参数 cb、.a>1 的 任意 光滑 函数 了 B: 


人 ) e +УВА/ У ›х>0, 


а 
bOxI- 1t T e uB e y 0. 

E 50,51 和 52 中 画 的 是 几 个 可 达 边 界 具 有 上 述 类 型 的 奇 
点 的 控制 系统 和 目标 的 例子 。 在 这 些 图 中 ,目标 y 用 双重 线 标记 ， 
可 达 边 界 用 了 字 线 标 出 ,一 一 字母 T 的 脚 指向 可 达 区 域 。 带 箭头 
的 曲线 在 每 个 点 上 与 可 人 允许 方向 组 成 的 圆锥 的 边缘 相 切 : 用 水 平 
线 标 出 的 阴影 区 域 就 是 “可 完全 控制 ? 的 区 域 (指标 场 的 凸 包 把 〇 
围 在 里 面 )。 仔 细 察 看 图 50 至 52, 读者 就 会 得 出 上 述 四 类 奇 点 是 
不 可 消去 的 结论 。 

为 了 有 助 于 读者 理解 这 些 图 ， 我 们 将 构造 一 个 如 下 定义 的 极 
限 曲 线 (limiting curve) R]: 

在 可 完全 控制 区 域外 的 每 一 点 上 ， 可 允许 速度 的 方向 都 位 于 
一 个 小 于 180° 的 角 内 。 

这 个 角 的 边 确定 在 给 定点 上 极限 速度 的 方向 。 因 此 ， 在 可 
完全 控制 区 域外 的 每 个 点 上 有 两 个 极限 方向 。 极 限 方向 场 的 积 
分 曲线 一 一 即 在 其 每 个 点 上 都 有 极限 方向 的 曲线 一 一 称 为 极限 
вв. 

TR RHH e pop АГ Jo VERE ВЕ EE ОЗТ), 以 及 在 此 
指标 场 的 基础 上 由 运动 的 可 允许 方向 形成 的 角 , 都 绘 在 图 49 中 。 
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”可 达 区 域 的 边界 由 一 段 一 段 的 极限 曲线 ， 以 及 可 能 有 的 不 在 
可 完全 控制 区 域内 的 一 段 一 段 的 目标 曲线 (参看 图 50) 组 成 。 这 些 
线段 在 某 些 点 上 相互 连接 起 来 了 ， 
正 是 这 些 连 接点 构成 可 达 区 域 边 
界 的 奇 点 。 

在 图 50 中 ,目标 的 脊背 的 轮 
廓 形似 字母 C 。 在 此 相 平 而 的 所 
有 点 上 ,可 允许 速度 的 值 都 相等 ， 
并 且 它 们 的 方向 向 上 ， 与 垂直 轴 
的 交角 不 超过 45°。 图 50 

所 有 极限 曲线 的 倾斜 度 都 为 士 45"。 可 达 边 界 用 了 字 线 标 出 。 
显而易见 ,此 可 达 边 界 上 的 奇 点 共有 两 类 1 和 2。 

两 条 不 同 的 极限 曲线 的 线段 在 点 1 上 相交 ， 并 且 它 们 的 交角 
不 为 零 。 很 清楚 , 在 图 50 中 从 位 于 可 达 边 界 上 方 的 点 出 发 , 在 与 
垂直 轴 成 不 超过 45" 角 的 方向 上 运动 ,要 到 达 目标 是 不 可 能 的 ,而 
从 位 于 可 达 边 界 下 方 的 点 出 发 ， 要 到 达 目 标 是 可 能 的 。 有 趣 的 
是 ,可 以 看 到 可 达 区 域 在 顶点 1 上 开 了 一 道口 子 : 不 可 达 区 域 以 覃 
形 从 这 一 点 插入 可 达 区 域 。 因 此 ， 第 七 章 意义 下 的 好 区 域 原来 恰 
好 就 是 不 可 达 区 域 。 


这 种 点 上 ， En ,于 是 可 达 边 
界 就 有 切线 。 不 过 , 在 点 2 上 , 当 从 极限 曲线 过 渡 到 目标 曲线 时 ， 

可 达 边 界 的 曲率 将 会 发 生 中 路 。 
现在 ,我 们 将 图 50 中 的 目标 代 之 以 任意 一 条 邻近 的 光滑 曲线 
(说 两 条 曲线 是 邻近 的 ,是 指 它们 的 切线 舍得 很 近 并 且 它 们 的 曲率 
也 相差 不 大 等 等 )， 并 且 我 们 还 将 图 50 中 的 可 允许 速度 的 指标 场 
代 之 以 一 个 邻近 的 场 。 那 么 很 显然 , 同 以 前 一 样 ,这 个 新 系统 的 可 
M 


达 边 界 在 点 工 的 附近 仍旧 有 一 个 弯 折 点 ， 在 这 点 上 两 条 极限 曲线 
段 相交 于 一 个 非 零 角 。 完 全 类 似 地 ,这 个 新 系统 在 每 个 点 2 的 附近 
都 将 拥有 一 个 特征 相似 的 点 。 

因此 ,图 50 中 所 绘 的 情形 在 系统 的 小 扰动 之 下 是 稳定 的 。 图 
51 和 52 中 所 绘 的 情形 也 具有 类 似 的 稳定 性 。 现 将 那些 导致 极限 
曲线 网 出 现 这 些 图 中 所 示 的 寄 点 的 情形 陈述 如 下 ， 

在 图 51 中 ,曲线 是 阴影 的 可 完全 控制 区 域 的 边界 : 在 阴影 
区 域内 沿 任何 方向 运动 都 是 可 能 的 
《如果 准许 使 用 所 谓 的 混合 策略 一 一 
即时 刻 改变 方向 的 运动 一 一 的 话 )。 图 
51 中 的 目标 落 在 可 完全 控制 区 域 内 。 
所 以 , 以 曲线 为 边界 的 整个 区 域 是 
可 达 区 域 。 

在 可 完全 控制 区 域 的 边界 KX E, 

BM 可 允许 方向 所 对 的 角 正好 为 180"。 边 

由 平面 上 的 那些 点 组 成 ， 在 这 些 点 上 西化 可 允许 速度 的 指标 场 
的 双重 切线 (双重 切线 就 是 与 曲线 相 切 于 两 点 的 直线 ) 通 过 速度 平 
面 的 原点 。 

在 图 51 H, 这 种 双重 切线 在 曲线 的 每 个 点 上 都 是 水 平 的 。 
导致 形成 图 51 中 所 示 的 奇 点 的 情形 ,就 是 这 里 的 曲线 素 自身 与 
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对 于 一 般 状况 的 系统 来 说 ， 这 种 情形 只 可 能 出 现在 可 完全 控 
制 区 域 的 边界 的 孤立 点 上 。 在 图 51 中 ,这 种 情形 出 现在 的 切 
线 是 水 平 线 的 点 3 上 。 

上 面 所 述 清楚 地 说 明了 ， 所 描述 的 情形 可 以 稳定 的 方式 来 实 
现 :在 系统 一 一 即 目标 和 指标 场 一 一 的 小 扰动 之 下 ,点 3 将 会 稍 许 
挪动 一 下 ,但 不 会 消失 。 
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我 们 现在 来 考虑 点 3 附近 的 极限 曲线 网 。 点 3 附近 的 两 个 极 
限 方向 场 都 是 光滑 的 。 我 们 选取 适当 坐标 系 ， 可 以 把 其 中 一 个 场 
的 曲线 都 扳 成 直线 。 在 图 51 中 就 是 选择 了 一 个 这 样 的 坐标 系 , 使 
得 两 族 极限 曲线 中 的 第 一 族 是 由 (指向 左边 的 ?水平线 组 成 前 。 

第 二 族 中 的 曲线 都 是 光滑 曲线 。 它 们 沿 居 与 第 一 族 的 直线 相 
切 。 在 交点 3 上 ,这 两 族 曲线 都 与 曲线 下 相 切 。 现 在 从 这 些 事实 就 
不 难看 出 ,点 3 附近 的 极限 曲线 网 看 来 正如 图 51 所 示 的 那样 ;在 曲 
线 K 的 上 方 , 当 在 允许 的 方向 上 运动 时 ,第 二 族 中 的 曲线 上 升 ,而 在 
K 的 下 方 , 第 二 族 中 的 曲线 下 降 ( 极 限 曲 线 网 中 曲线 方向 的 选取 , 容 
许 有 少数 几 个 与 所 画 的 那个 类 似 的 更 进一步 变形 ;理解 了 图 51 的 
读者 自己 可 以 很 容易 地 把 它们 找 出 来 )。 

在 图 51 中 显 见 , 在 点 3 的 左边 , 紧 挨 着 可 达 边 界 的 是 第 二 
族 极限 方向 的 一 条 曲线 ， 而 在 点 3 的 右边 ， 紧 挨 着 可 达 边 界 的 是 
第 一 族 (水 平 的 ) 极限 方向 的 一 条 直线 。 在 点 3 上 , 这 两 条 曲线 都 
ж-н с 
条 是 直线 ， 另 一 条 
是 立方 抛物 线 ) ЛЕ 
这 个 点 的 一 个 邻 域 
内 ， 可 达 边界 与 曲 
线 y= x*|x| 微分 
ИО. 

因此 ,图 50 中 图 52 
的 点 1 和 2 以 及 图 51 中 的 点 3, 都 是 稳定 地 实现 了 在 可 达 区 域 的 
边界 上 出 现 第 46 页 上 三 种 简单 类 型 的 奇 点 的 情形 的 例子 。 第 四 
种 类 型 的 奇 点 出 现在 图 52 所 示 的 情形 中 。 

在 这 个 图 中 ， 就 像 在 图 51 中 那样 ,目标 位 于 阴影 的 可 完全 控 


Ф 微分 同 旺 就 是 不 仅 其 自身 是 光滑 的 而 且 其 逆 也 是 光洁 的 万 标 变 换 。 
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制 区 域内 。 相 平面 的 那些 其 上 的 凸 指标 场 过 零点 的 点 位 于 这 个 区 
域 的 边界 上 。 显 然 在 一 般 状 况 的 控制 系统 中 ， 这 种 现象 -一 
指标 场 过 零点 一 - 出 现在 一 条 曲线 上 。 在 这 条 曲线 的 一 边 是 可 
完全 控制 区 域 (指标 场 把 零点 围 在 里 面 ), 而 在 这 条 曲线 的 另 一 
边 则 是 有 两 个 极限 方向 的 区 域 。 在 分 隔 这 两 个 区 域 的 边界 K E, 
:这 两 个 方向 场 融 为 了 一 体 一 一 方向 场 在 零点 与 指标 场 相 切 。 

在 KK 的 一 般 状 况 的 点 上 ， 这 个 场 的 方向 与 K 的 交角 不 为 零 。 
当 致 可 迷 区 域 的 边界 上 出 现 第 四 种 类 型 的 奇 点 的 情形 ,是 曲线 
与 极限 方向 相 切 。 在 一 般 状 况 的 系统 中 ， 这 种 情形 只 可 能 出 现在 
何 完全 控制 区 域 的 边界 К 的 孤立 点 上 。 在 图 52 中 的 曲线 K 上 共 
有 三 个 这 样 的 点 ;处 在 中 间 的 那 一 点 用 数字 4 标明 。 

把 我 们 这 里 的 极限 方向 的 双 值 场 , 看 成 是 曲线 上方 的 区 域 
的 双 叶 覆盖 曲面 上 方向 的 单 值 场 ， 对 于 研究 在 这 些 奇 异 点 的 邻 城 
内 的 极限 曲线 网 ,是 大 有 神 益 的 。 

最 后 我们 来 考虑 平面 上 直线 的 所 有 方向 组 成 的 集 人 。 这 个 集 
合 是 一 个 三 维 流 形 , 因 为 一 个 方向 是 由 一 个 隶属 于 该 直 线 的 点 (两 
个 坐标 ) 和 其 方位 角 ( 一 个 角 坐标 ) 确定 的 。 

“所 有 极限 方向 组 成 的 集合 是 所 有 方向 组 成 的 集合 的 子 集 。 这 
个 子 集 是 所 有 方向 组 成 的 三 维 流 形 中 的 一 个 光滑 曲面 。 把 这 个 所 
有 方向 组 成 的 三 维 流 形 投影 到 原来 那个 平面 上 《每 条 直线 投影 济 
一 隶属 于 它 的 点 上 )。 在 这 个 投射 之 下 ,由 极限 方向 组 成 的 曲面 映 
到 平面 的 位 于 曲线 K 上 方 的 那 一 部 分 上 。 该 曲面 到 平面 上 的 这 个 
投射 ,在 曲线 К 上 有 奇 点 ,就 是 惠 特 尼 折 迁 。 

恰恰 除开 我 们 想 研究 的 、 其 上 指标 场 在 零点 与 天 相 切 的 那些 
奇 点 ， 平 面 上 极限 方向 的 双 值 场 在 所 构造 的 曲面 的 每 一 点 上 确定 
了 方向 的 一 个 单 值 场 。 

在 转移 到 所 构造 的 曲面 上 来 之 后 ， 两 个 极限 方 商场 的 极限 
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曲线 ， 形 成 一- 个 在 我 们 感 兴趣 的 点 上 有 奇 点 的 光滑 向 量 场 的 相 曲 
线 组 成 的 系统 ,这 些 奇 异 点 可 以 是 结 点 、 焦 点 或 者 鞍点 ,在 图 52 中 ， 
中 间 那 个 点 就 是 结 点 , 边 上 两 个 点 都 是 著 点 因此 ,利用 惠 特 尼 折 迭 
映射 ,原来 那个 平面 上 极限 曲线 的 分 布 ,可 从 奇异 点 的 邻 域内 向 
量 场 的 相 曲 线 的 分 布 得 到 。 虽 说 这 个 惠 特 尼 映 射 与 相 曲 线 并 非 毫 
不 相干 [特别 是 ,在 K 的 上 方 相 曲线 与 此 投射 的 核 (kernels) 相 切 ]， 
但 是 对 于 研究 奇异 点 附近 的 极限 曲线 的 排列 来 说 ， 上 面 所 述 的 就 
足够 了 。 上 顺便 说 一 名 ,相同 的 情形 也 可 由 曲面 上 抛物 线 附近 的 渐 近 
线 给 出 。 

图 52 中 绘 的 是 这 个 情形 的 种 种 变化 之 一 种 。 显 然 在 此 图 中 ， 
卫 字 可 达 边 界 , 由 鞍点 一 一 边 上 的 奇异 点 一 一 的 分 界线 (separa- 
trix) 在 两 叶 履 盖 曲 面 到 平面 上 的 映射 下 的 投影 形成 。 在 点 4 上 方 的 
覆盖 上 有 一 个 “ 结 点 ?型 的 奇异 点 。 蓄 点 的 两 条 分 界线 从 不 同 的 方 
向 汇 入 这 个 结 点 。 

这 两 条 曲线 在 此 结 点 有 公共 切线 ,而 且 在 一 般 状 况 的 情形 下 ， 
选取 适当 的 坐标 系 ,它们 就 可 由 下 述 形式 的 次 为 a>>1 的 抛物 线 方 
BÉ 


y-A|x|* 当 x<0 时 ， 
y-B|x|* 当 x>0 时 。 
可 达 边 界 的 第 四 种 类 型 的 奇 点 ， 可 由 惠 特 尼 折 和 迭 映 射 一 一 它 的 微 
分 的 核 与 这 对 抛物 线 相 切 ， 从 此 覆盖 曲面 上 的 这 一 对 次 为 a 的 抛 
物 线 方程 得 到 。 一 般 状况 地 ,这 种 折 友 结 点 (鞍点 、 焦 点 ) 的 相 图 ( 即 
分 解 成 相 曲 线 ) , 像 原 来 那个 ( 非 折 登 ) 相 图 一 样 ,以 基本 的 方式 (在 
微分 同 胚 的 意义 下 ) 仅 依赖 于 一 个 连续 的 参数 (或 者 如 我 们 所 说 的 
那样 , 它 只 有 一 个 模 数 ) 。 这 是 达 维 多 夫 新 近 得 到 的 关于 隐 式 微分 
方程 的 标准 型 或 说 关于 有 两 个 慢 变 量 (slow variable) 的 松弛 振 
荡 的 一 个 结果 。 
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顺带 说 一 说 ,这 个 情况 表明 ,突变 理论 专家 们 对 汤姆 的 一 句 话 
“人 们 实际 上 只 会 遇 到 稳定 的 现象 。 因 此 , 在 任何 问题 中 , ANE 
可 把 非 稳定 的 情形 认为 是 实际 上 不 存在 的 而 将 其 抛 在 一 边 ， 不 巴 
理会 , 仅 须 研究 稳定 的 情形 ”所 作 的 庸俗 的 解释 ,是 错误 的 。 但 是 ， 
这 种 解释 在 突变 理论 专家 们 当中 却 广 为 流 传 着 .在 目前 的 情形 中 ， 
前 三 类 奇 点 是 稳定 的 《关于 在 微分 同 胚 意义 之 下 的 等 价 类 )， 但 第 
四 类 奇 点 却 是 非 稳定 的 。 然 而 ,人 们 遇见 所 有 这 四 类 奇 点 的 概率 都 
相等 ,因此 ， 最 后 一 类 奇 点 的 研究 , 与 其 它 三 类 奇 点 的 研究 具有 同 
等 的 重要 性 。 

令 人 吃惊 的 是 ， 关 于 相 空 间 是 高 维 空间 的 一 般 状 况 控制 系统 
中 可 达 区 域 和 时 间 函 数 等 的 奇 点 ,以 及 最 佳 策略 ,所 知 甚 少 。 一 
直到 1982 年 达 维 多 夫 才 仅 证 明 可 达 区 域 是 带 利 普 希 获 边 界 的 拓 
А 

在 控制 系统 的 研究 中 ,一 个 间接 的 问题 是 ,关于 曲线 和 曲面 等 
等 光滑 流 形 的 凸 包 的 奇 点 的 问题 。 

一 个 集合 的 凸 包 就 是 所 有 包含 这 个 集合 的 半空 间 的 交 。 控 制 
系统 中 的 指标 场 不 一 定 是 凸 的 。 


————, m 


СЕА 


图 53 图 54 
不 过 ， 可 以 证 明 非 西 指标 声 
可 以 用 它 的 凸 包 来 替代 。 
例如 ， 在 有 风 的 水 面 上 行驶 
die OD BER SERE E EUR RAE 
на (H 53), АТТ, REN ВЕ 
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合 策略 ， 即 交替 地 以 指标 场 的 不 同 速度 航行 ， 想 项 风 而 行 是 可 以 
办 到 的 。 在 混合 策略 之 下 运动 的 平均 速度 属于 所 使 用 的 指标 场 的 
向 量 的 算术 平均 的 集合 ， 即 属于 该 指标 场 的 凸 包 。 

谢 迪 赫 和 扎 卡 留 金 对 三 维 空间 中 一 般 状况 的 曲线 和 曲面 的 凸 
包 的 奇 点 进行 了 研究 。 在 相差 一 个 变量 的 光滑 变换 下 ,曲线 的 凸 包 
在 其 的 每 个 点 的 邻 域内 就 由 下 述 六 个 公式 之 一 给 出 

z20,22|x|,z2xix|, 
zzmin(u* + xu* + gu) ,z2 min? (x,y,0), 
(zzmin*(x,y,0) ,x + yz0) 
(图 54)。 曲 面 的 凸 包 由 下 述 三 个 公式 之 一 给 出 : 
z20,22x|xiz220*Q,9), 
这 里 o Go) Rot Gc) 18 y C | x В С 55)。 数 C 0 是 一 
个 模 (不 变量 ) : 光滑 变换 不 能 把 对 应 于 不 同 C 的 凸 包 从 一 个 变 到 
另 一 个 。 

对 更 高 维 空间 中 的 凸 包 的 奇 点 研究 得 很 少 。 根 据 谢 迪 赫 的 结 
ж, 在 维 数 大 于 k+2 的 空间 中 , 一 般 状况 的 大 维 流 形 的 凸 包 有 都 
是 下 个 变量 的 函数 的 模 数 。 

在 带 约束 的 最 优化 问题 中 ,例如 在 越过 障碍 的 问题 中 ,出 现 了 
许多 新 的 、 有 趣 的 奇 点 。 对 它们 进行 研究 , 导致 在 数学 的 最 经 典 
的 领域 之 一 一 三 维 空间 中 光滑 曲面 的 几何 一 -中 出 现 了 新 的 
结果 。 
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第 十 二 章 ”光滑 曲面 及 其 投影 


平面 上 的 光滑 曲线 可 以 有 与 它 相 切 于 任意 多 个 点 的 切线 (图 
56) ， 但 对 一 般 状 况 的 曲线 来 
说 , 却 不 可 能 有 这 样 的 切线 。 因 
为 一 般 状 况 曲线 的 小 扰动 总 可 
Eo 以 使 任意 一 条 直线 最 多 与 它 相 
切 于 二 点 。 
那么 ， 一 条 直线 又 可 以 与 
m se 一 般 状 况 的 曲面 在 多 少 个 点 上 
相 切 呢 ? 经 过 深思 或 者 通过 做 实验 ,读者 将 确信 最 多 只 能 有 四 个 切 
点 ;人 们 可 以 在 保持 有 三 个 切 点 的 条 件 下 移动 一 条 直线 ,而 在 保持 
有 二 个 切 点 的 条 件 下 ,人 们 可 以 沿 两 个 方向 移动 一 条 直线 。 
一 条 直线 与 曲线 或 者 曲面 的 切 触 阶 (order of tangency) 也 是 
可 以 变 的 ,例如 x 轴 与 y=x? 的 图 形 的 切 触 阶 为 一 ,与 у= х? ЈР 
形 的 切 触 阶 为 二 ,等 等 。 一 般 状 况 的 平面 曲线 不 会 有 切 触 阶 大 于 2 
的 切线 , 切 触 阶 为 二 的 切线 出 现在 这 种 曲线 的 孤立 点 上 ,我 们 把 这 
СУ, 
对 于 空间 中 的 曲面 来 说 ， 事 情 就 没有 这 人 么 简单 了 。 在 曲面 不 
凸 (或 町 ) 的 近 旁 的 点 上 有 高 于 第 一 阶 的 切线 , 称 之 为 渐 近 切线 。, 对 
于 一 般 状 况 的 曲面 , 沿 某 些 曲线 可 能 有 第 三 阶 的 切线 ,在 孤立 点 上 
可 能 有 第 四 阶 的 切线 ;不 存在 阶 大 于 四 的 一 般 状 况 曲 面 的 切线 。 
一 般 状 况 曲面 上 的 所 有 点 ,根据 其 上 切线 的 阶 的 大 小 ,可 以 分 
为 下 面 七 类 (图 57); 
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1) 椭 留 点 的 区 域 (其 上 所 有 切线 的 阶 都 为 1); 


这 两 个 区 域 有 一 个 公共 的 边界 : 

з) 抛物 点 的 曲线 (一 条 渐 近 切线 )。 

在 双 曲 性 的 区 域内 有 一 条 特殊 的 曲线 ， 

D 浙 近 线 的 拐点 组 成 的 曲线 (在 这 里 有 第 三 阶 的 切线 )。 


ооо 


最 后 ， 在 这 条 曲线 上 又 可 挑 出 一 些 更 特殊 的 孤立 点 ， 分 为 


5) 双重 拐点 (其 上 有 第 四 阶 的 切线 )， 
6) 两 条 渐 近 线 的 拐点 (两 条 第 三 阶 的 切线 ) ; 


. e o o ee o o 


对 于 一 朋 状 况 的 曲面 ， 拐点 
组 成 的 曲线 的 两 个 分 支 在 6) 类 的 
点 上 相交 于 一 个 非 零 角 ， 而 曲线 
3) 和 4) 在 7) 类 的 点 上 (第 一 阶 ) 
相 切 。 

这 个 由 普 拉 托 诺 瓦 和 朗 吉 斯 
给 出 的 曲面 上 点 的 分 类 ， 以 下 述 ms 
方式 与 波 阵 面 奇 点 的 分 类 联系 起 来 了 。 

数学 家 们 把 具有 随便 什么 特性 的 对 象 都 看 成 是 点 。 例 如 ， 我 
们 来 考虑 (x, 奶 平面 上 所 有 不 与 x 轴 垂 直 相交 的 直线 组 成 的 集合 。 

这 样 的 直线 都 由 y=ax+b 形式 的 方程 给 出 。 所 以 , 一 条 这 样 
的 直线 就 由 一 个 数 对 (a,5) 确 定 , 因而 可 以 把 它 看 作 是 坐标 为 《a， 
b) 的 平面 上 的 一 个 点 。 这 个 平面 被 称 为 原来 那个 平面 的 对 偶 平 
面 , 它 的 点 就 是 原来 那个 平面 的 直线 。 

在 原来 那个 平面 上 给 定 一 条 光滑 曲线 ， 那 么 在 这 条 曲线 的 每 
一 个 点 上 都 有 一 条 切线 。 当 点 沿 这 条 曲线 运动 时 ,切线 发 生变 化 ， 
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因而 切线 在 对 偶 乎 面 上 的 对 应 点 也 运动 。 因 此 ， 在 对 偶 平面 上 我 
们 得 到 了 一 条 曲线 一 一 原来 那 条 曲线 的 所 有 切线 的 集合 。 这 条 曲 
线 被 称 为 原来 那 条 昌 线 的 对 个 曲线 。 1 

如 果 原 来 那 条 曲线 是 光滑 的 凸 曲 
线 , 那 么 它 的 对 偶 曲 线 也 是 光滑 的 ,而 
县 如 果 原 来 那 条 曲线 有 一 个 拐点 ， 那 
么 在 其 对 偶 曲 线 上 就 相应 地 有 一 

图 58 尖 点 (图 58)。 

一 般 状 况 光 滑 曲 线 的 对 偶 曲线 ， 与 平面 上 一 般 状 况 的 波 阵 面 
”有 相同 的 奇 点 。 因 此 ,在 原来 那 条 曲线 的 一 般 状 况 光滑 形变 之 下 ， 
其 对 偶 曲 线 所 经 历 的 变态 ， 与 平面 上 一 般 状 况 的 波 阵 面 在 一 般 状 
况 的 传播 中 所 发 生 的 变态 相同 。 

完全 类 似 地 ,三 维 空间 中 的 所 有 平面 形成 对 偶 的 三 维 空间 ,并 
且 光 滑 曲面 的 所 有 切 平 面 形成 对 偶 曲面 。 一 般 状况 曲面 的 对 偶 曲 
面 的 奇 点 ,与 一 般 状况 的 波 阵 面 的 奇 点 相同 , 即 为 尖 脊 和 藻 尾 。 

原来 那个 曲面 上 抛物 点 组 成 的 曲线 对 应 于 其 对 偶 曲 面 上 的 尖 
背 。 这 条 曲线 上 的 特殊 点 一 一 这 条 曲线 在 这 些 点 上 与 渐 近 线 的 拐 
点 组 成 的 曲线 相 切 一 一 对 应 于 燕尾 。 燕 尾 的 自 相交 曲线 由 与 原来 
那个 曲面 双重 相 切 的 平面 组 成 。 所 以 ,在 7) 类 的 点 上 ,平面 与 原来 
那个 曲面 的 两 个 切 点 合 为 了 一 点 ， 这 意味 着 与 原来 那个 曲面 双重 
相 切 的 平面 的 单 参数 族 终止 于 7) 类 的 点 。 

一 般 状况 曲面 上 的 各 类 点 也 以 可 见 轮廓 上 的 各 种 奇 点 的 形式 
出 更 。 如 果 投 影 的 方向 是 一 般 状 况 的 ,那么 由 惠 特 尼 定理 可 知 , 仅 
有 的 奇 点 是 折 迭 和 尖 点 。 但 是 ,如 果 人 们 以 特殊 的 方式 选择 投影 方 
向 ， 就 可 能 得 到 一 般 状 况 曲 面 的 某 些 非 一 般 状 况 的 投影 。 可 以 证 
明 , 所 有 这 样 的 投影 局 部 都 可 简化 为 下 述 九 个 曲面 =, 

—TdH x ЮВЕ, 


EA 7 8,9 


| ES 
xtexy e + х?у + ху? peg +ХЗУху 


这 些 曲 面 都 是 投影 到 平面 (y,z) 上 的 , 并 且 简 化 是 用 形 如 (X(x,y， 
z),Y(y,z),Z(y,z)) 的 坐标 变换 来 实现 的 。 


图 59 


与 这 些 投影 对 应 的 可 见 轮廓 都 绘 在 图 59 中 。 

投影 的 分 类 与 曲面 上 点 的 分 类 之 间 的 对 应 关系 如 下 。 类 型 1 
是 沿 非 浙 近 方 向 的 投影 ( 惠 特 尼 折 和 迭 )。 

沿 双 曲 区 域 的 一 般 状况 点 上 的 渐 近 方向 的 投影 属于 类 型 2。 这 
类 投影 上 有 惠 特 尼 尖 点 型 奇 点 。 投 影 方向 的 一 个 小 扰动 只 能 将 这 
个 奇 点 在 投影 曲面 上 稍 许 挪动 一 下 ， 新 方向 在 邻近 的 点 上 变 成 渐 
BAHET l 

随 着 曲面 或 者 观察 者 的 运动 ， 在 一 些 孤 立 的 时 刻 将 会 出 现 奇 
点 3.4 和 6。 

投影 6( 和 8 或 9) 对 应 于 双 曲 区 域 ( 和 对 应 于 分 别 为 第 三 阶 和 
第 四 阶 的 渐 近 切线 )。 

在 双 峰 骆驼 ( 见 图 39) 的 背 上 有 一 条 由 渐 近 线 的 拐点 组 成 的 
曲线 。 通 过 它 的 点 的 所 有 第 三 阶 曲 线 作成 一 个 曲面 。 当 我 们 从 这 
头 骆驼 身 旁 走 过 时 ,我们 与 这 个 曲面 两 次 相交 。 在 相交 的 那 一 刻 ， 
这 头 骆驼 背部 的 可 见 轮廓 有 2 = 型 的 奇 点 ,并 且 其 投影 是 属于 
类 型 6 的 。 
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余下 的 奇 点 出 现在 沿 抛物 点 上 的 渐 近 方向 的 投影 上 。 这 些 奇 
点 中 最 简单 的 是 奇 点 3 和 4。 投 影 3 出 现在 随 着 土 岗 的 降低 我 们 
最 早 开始 看 到 它 的 轮廓 的 那 一 刻 ( 见 图 37)。 这 个 轮廓 上 出 现 的 第 
一 点 是 抛物 点 。 

当 人 们 通过 奇 点 4 时 ， 可 见 轮廓 的 两 个 分 支 或 者 合 在 一 起 来 
了 ,或 者 分 离开 来 了 。 

只 有 沿 一 些 孤 立 的 方向 投影 ,才能 得 到 奇 点 5.7.8 R19, 因而 
需要 有 意识 地 去 寻找 才能 得 到 。8 和 9 是 沿 第 四 阶 的 切线 的 投影 
7 是 沿 第 三 阶 的 抛物 切线 的 投影 ; 5 是 沿 “ 无 穷 近 的 抛物 点 上 的 渐 
近 方 向 ?的 投影 的 点 。 对 于 从 孤立 点 的 投影 来 说 ,还 会 出 现 另外 的 
VufbdpAizx'rnxyze-x'"exyHz-xt-xiyexyt МН, 
' 果 把 正常 点 z=x 也 包括 在 内 的 话 ,那么 一 般 状 况 光滑 曲面 从 其 所 
属 的 三 维 空间 的 所 有 点 的 投影 拥有 不 等 价 奇 点 的 总 数 为 14 Gt 
ЕЯ О.П HREH). 


ЖЕ. 越过 障碍 的 问题 


我 们 来 考虑 三 维 爽 氏 空间 中 边界 为 光滑 曲面 的 一 个 障碍 〈 图 
60)。' 很 清楚 ,越过 这 个 障碍 ;从 x* 到 3 的 最 短 道路 ,由 直线 段 和 障 
碍 曲面 上 的 测 地 线 (长 度 最 小 的 曲线 ) 段 组 成 。 最 短 道路 的 几何 主 
НИ Е НИ, : 

假设 道路 的 起 点 x 是 固定 
不 动 的 。 我 们 来 考虑 从 x 出 发 
到 所 有 可 能 的 点 y 的 最 短 道路 。 
从 x 到 被 障碍 拦住 了 的 那些 点 
乡 的 道路 ， 是 以 与 障碍 相 切 的 me 
一 些 直线 段 为 开端 , 接 下 来 的 一 段 为 障碍 曲面 上 一 束 测 地 线 ( 单 参 
数 ) ;再 下 一 段 又 是 与 测 地 线 相 切 的 一 些 直线 段 ; 这 些 线段 可 以 或 
者 终止 于 端点 4, 或 者 又 一 次 与 障碍 曲面 相 切 ,等 等 。 

我 们 来 考虑 最 简单 的 情况 , 即 由 一 条 初始 直线 段 一 条 终止 直 
线段 以 及 一 条 连 楼 其 间 的 测 地 线段 组 成 的 道路 。 在 这 个 测 地 线束 
中 邻近 的 测 地 线 填 满 障碍 曲面 上 的 某 个 区 域 。 在 这 个 区 域 的 每 个 
点 上 ,这 个 测 地 线束 中 的 每 一 条 测 地 线 ,都 有 一 良 定 的 方向 。 在 一 
般 状 况 的 点 上 ， 这 个 方向 不 是 渐 近 方向 。 这 个 测 地 线束 中 的 测 地 
线 与 渐 近 方向 相 切 的 条 件 ， 实际 上 就 是 一 个 关于 障碍 曲面 的 点 的 
条 件 。 对 于 一 般 状 况 曲面 和 测 地 线束 ， 这 个 曲面 的 某 条 曲线 — 
依赖 于 测 地 线束 一 -上 的 点 都 满足 这 个 条 件 。 在 图 61 中 , 渐 近 方 
向 用 水 平 直 线段 标 出 ， 切 点 组 成 的 曲线 用 字母 К 标记 ， 测 地 线 则 
都 用 黑体 曲线 标明 。 


在 一 些 孤 立 点 (图 61 中 的 0) 上 ， 

| HRK 本 身 会 有 渐 近 方向 。 这 些 孤 
| УК НАЯ НВА 

曲线 4 ( 见 第 十 二 章 ) 的 交点 。 

如 此 我 们 得 到 了 一 个 道路 的 双 

参数 族 ， 其 中 一 个 参数 决定 这 个 测 

地 线束 中 的 测 地 曲线 ， 另 一 个 参数 
决定 脱离 障碍 曲面 的 切线 段 的 脱离 点 。 沿 每 条 道路 都 可 以 定义 一 
个 时 间 函 数 ,时 间 从 起 点 xz 开 始 算 起 ， 经 由 这 样 的 道路 到 达 终 点 沁 
所 需 的 时 间 ， 并 不 是 唯一 确定 的 ， 因为 可 以 通过 几 条 这 样 的 道路 
到 达 y, 而 且 , 并 非 所 有 这 样 的 道路 都 越过 了 障碍 。 AS, 对 
上 述 定义 的 多 值 时 间 函 数 进行 研究 ， 是 最 短 道路 系统 的 奇 点 的 研 

究 中 必 不 可 少 的 步 邓 。 

我 们 在 障碍 的 后 面 再 放置 另 一 个 一 般 状 况 的 曲面 一 -一 墙 
墙 。 我 们 来 考虑 从 障碍 曲面 到 墙 上 的 脱离 映射 (break-away 
mapping)。 这 个 映射 把 障碍 上 的 每 个 点 对 应 于 一 条 切线 与 这 墙 
墙 的 交点 ， 这 条 切线 是 这 柬 测 地 线 的 一 条 在 该 点 脱离 此 障碍 的 
切线 。 

当 这 墙 墙 移 向 无 穷 远 处 时 ， 脱离 映射 就 成 了 这 个 测 地 线束 的 
高 斯 映射 , 它 将 障碍 曲面 上 的 每 个 点 对 应 于 单位 球面 上 的 一 个 点 ， 
is 
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BERGEM AERE RA ERGOR, Hid cios 自身 
是 渐 近 方向 的 特殊 点 上 是 尖 点 。 

这 个 多 值 时 间 函 数 在 对 应 于 渐 近 方向 的 脱离 点 上 也 有 奇 点 。 
在 适当 选取 的 光滑 坐标 之 下 ,这 个 多 值 时 间 函 数 在 奇异 曲面 y=0 
的 


的 一 般 点 的 邻 域内 , 形 如 =x 一 y?%。 换 言 之 ,如 果 我 们 在 每 条 脱 
ВАНА Е, 标 出 对 应 于 长 为 的 道路 的 点 ， 那 么 这 些 点 就 形成 一 
个 局 部 由 方程 x* = y* 给 出 的 带 尖 冰 的 波 阵 面 的 曲面 (图 62)。 


图 62 Hes 

在 平面 问题 中 ,我 们 得 到 了 类 似 的 结果 。 在 此 情形 中 ,所 得 的 
波 阵 面 被 称 为 渐 伸 面 (involute) ， 并 且 在 拐点 的 切线 的 点 上 有 
х? =y" 形式 的 奇 点 (图 63)。 

在 空间 问题 中 ， 对 时 间 隐 数 和 所 得 波 阵 面 在 奇异 点 一 这 个 
测 地 线束 的 高 斯 映射 的 尖 点 一 一 的 结构 , 却 只 有 定性 的 了 解 ; 在 此 
情形 中 ,就 是 对 越过 障碍 (有 多 个 接头 , 即 在 道路 上 有 几 段 测 地 线 ) 
用 时 最 少 的 真正 的 时 间 函 数 的 奇 点 ,也 没有 全 面 的 分 析 。 

在 这 里 ,就 象 在 奇 点 理论 的 其 它 一 些 问 题 中 那样 ,还 有 大 量 的 
工作 可 做 。 
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“第 十 四 章 辛 几何 与 接触 几何 


奇 总 理论 中 的 许多 问题 , 父 如 ,集散 面 和 波 阵 面 的 奇 点 的 分 
类 ,以 及 最 优化 问题 中 和 变 分 法 问题 中 各 种 奇 点 的 研究 等 ,只 有 在 
尝 流 形 和 接触 流 形 的 妃 何 理论 的 框架 之 下 , 才 会 变 得 是 可 以 理解 
的 。 这 种 几何 与 往常 的 欧 氏 几何 、 罗 巴 契 夫 斯 基 几 何 和 黎 曼 几何 
不 相同 ,是 一 种 全 新 的 几何 。 

我 们 从 一 种 特殊 类 型 的 奇 点 的 三 个 例子 开始 。 


т. HMM 


假设 我 们 在 欧 氏 空间 上 有 一 个 光滑 函数 , 则 梯度 映射 就 是 把 
每 个 点 都 对 应 于 此 函数 在 这 个 点 的 梯度 的 映射 。 梯 度 映 射 是 维 数 
相等 的 空间 之 间 的 一 类 非常 特殊 的 映射 。 

一 般 状况 的 梯度 映射 的 奇 点 ,与 维 数 相等 的 空间 之 闻 一 般 喘 
射 的 奇 点 并 不 相同 :前 者 比 后 者 要 4 少 ?， 因 为 并 不 是 每 个 映射 (在 
НН К) 都 可 以 变 成 梯度 映射 ;但 是 ,前 者 比 后 者 又 要 
4 多 ”, 因 为 对 于 一 般 映射 不 是 典型 的 现象 ,对 于 梯度 映射 却 可 能 是 
典型 的 。 


2. хин 


我 们 来 考虑 三 维 欧 氏 空间 中 一 个 曲面 的 所 有 法 向 量 组 成 的 集 
合 。 我 们 将 每 个 向 量 对 应 于 它 的 端点 , 即将 以 点 4 为 基点 的 向 量 
对 应 于 点 +4。 这样 , 我 们 就 得 到 了 一 个 从 由 法 向 量 组 成 的 三 维 
流 形 到 三 维 空间 的 映射 〈 若 我 们 是 从 7 维 欧 氏 空 间 的 任意 维 子 流 
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形 入 手 的 , 则 所 得 的 是 一 个 从 维 流 形 到 维 空间 的 映射 )。 

这 个 映射 称 为 原来 那个 流 形 的 法 映射 。 一 般 状 况 的 子 流 形 的 
法 喘 射 的 奇 点 ， 构 成 维 数 相等 的 空间 之 间 的 映射 的 奇 点 的 一 个 特 
殊 类 。 法 映射 的 临界 值 形 成 原来 那个 子 流 形 的 焦 散 面 曲率 中 心 
的 轨迹 ): 见 图 33, 在 那里 原来 那个 流 形 是 一 个 椭圆 。 


з. 高 斯 映射 


我 们 来 考虑 三 维 欧 氏 空间 中 的 一 个 双 侧 曲面 。 我 们 将 这 个 曲 
面 的 每 个 点 上 的 单位 正法 向 量 ， 都 平移 到 原点 上 。 这 些 向 量 的 顶 
端 都 位 于 单位 球面 上 。 这 样 得 到 的 、 从 这 个 曲面 到 单位 球面 上 的 
映射 , 称 为 高 斯 映射 。 

所 有 的 高 斯 映射 也 构成 维 数 相等 的 流 形 之 间 映 射 的 另 一 特 珠 
类 (车 我 们 是 从 维 空间 中 的 一 个 超 曲 面 着 手 的 , 则 流 形 的 维 数 为 
n-1)e. 


Ва s e. n 


Descr 


WARECKA. 

辛 几何 就 是 相 空间 一 一 经 典 力学 的 位 置 和 动量 的 空间 一 一 的 
几何 。 它 代表 了 力学 、 变 分 法 等 等 长 期 发 展 的 结果 。 

在 上 个 世纪 ,人 们 把 几何 的 这 个 分 支 称 为 分 析 动 力学 ,而 且 拉 
格 朗 日 以 它 完全 避 开 了 图 形 为 骄 做 。 要 想 跨越 漫长 的 历史 发 展 过 
程 ,来 探讨 六 几何 , 最 简单 的 是 采用 公理 化 方法 。 这 个 方法 ,如 伯 
特 兰 。 罗素 所 指出 的 那样 ,有 许多 好 处 ,这 些 好 处 类 似 于 胆 窃 他 人 
诚实 工作 的 好 处 。 

这 个 方法 的 实质 在 于 将 定理 转化 为 定义 。 于 是 ， 一 个 定理 的 
内 容 就 成 了 某 个 定义 的 来 源 ， 而 代数 学 家 们 为 了 增强 其 学 科 的 权 
威 性 , 通常 对 这 种 来 源 绝口 不 道 ( 要 理解 没有 来 源 的 定义 , 是 不 可 
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能 的 ,但 一 架 飞 机 上 又 有 多 少 名 乘客 ,知道 飞机 是 怎样 以 及 依据 什 
么 原理 造 出 来 的 呢 ?)。 

毕 达 哥 拉 斯 定理 ,是 它 那个 时 代 中 数学 文化 的 最 高 成 就 ,而 在 
现今 的 公理 化 的 欧 氏 几何 中 却 被 简化 为 一 个 普 普通 通 的 定义 : 线 
性 空间 中 的 一 个 网 氏 结 构 就 是 向 量 对 的 、 一 个 对 每 个 自 变量 都 是 
线性 的 对 称 函 数 ( 数 积 ) ， 并 且 任意 一 个 非 零 向 量 与 自身 的 数 积 都 
是 正 数 。 

可 以 类 似 地 定义 线性 空间 中 的 一 个 辛 结构 : 它 就 是 向 量 对 的 
一 个 对 每 个 自 变 量 都 是 线性 的 斜 对 称 函 数 ( 斜 数 积 ) ， 并 且 这 个 斜 
数 积 还 是 非 退化 的 (没有 与 每 个 向 量 都 儿 正 交 的 非 零 向 量 , 即 每 个 
非 堆 向量 都 有 与 它 的 斜 数 积 不 为 零 的 一 些 向 量 )。 

例子 : 我 们 把 有 向 平面 上 两 个 向 量 所 张 成 的 平行 四 边 形 的 有 
向 面积 , 即 由 这 两 个 向 量 的 分 量 形 成 的 矩阵 的 行列 式 ,定义 为 这 两 
个 向 量 的 余数 积 。 这 个 乘积 就 是 这 个 有 向 平面 上 的 一 个 辛 结构 。 

三 维 空间 (或 者 一 般 地 , 任意 的 奇数 维 空间 〉 上 无 六 结构。 把 
一 个 四 维 空间 (或 者 一 般 地 , 一 个 偶数 维 空间 ) 表 成 一 些 二 维 平面 
的 和 ,就 很 容易 在 其 上 构造 出 一 个 辛 结构 :这 个 空间 中 两 个 向 量 的 
斜 数 积 ， 定 义 为 这 两 个 向 量 在 这 些 平面 上 的 投影 所 张 成 的 平行 四 
边 形 的 有 向 面积 的 和 。 

与 维 数 相等 的 所 有 了 欧 氏 空间 都 同 构 一 样 ， 维 数 相等 的 所 有 辛 
空间 也 都 是 同 构 的 。 我 们 将 把 两 个 向 量 的 余数 积 ， 叫 做 这 两 个 向 
量 所 张 成 的 平行 四 边 形 的 “面积 >。 

欧 氏 空间 的 每 个 线性 子 空间 都 有 一 个 正 交 补 ， 它 的 维 数 等 于 
原来 那个 子 空 间 的 余 维 数 。 

在 辛 空间 中 ,一 个 线性 子 空间 的 斜 正 交 补 的 定义 如 下 : 它 由 与 
这 个 子 空 间 的 所 有 向 量 的 余数 积 都 为 零 的 所 有 向 量 组 成 。 斜 正 交 
补 的 维 数 也 等 于 原来 那个 子 空间 的 余 维 数 。 例 如 ， 平面 上 一 条 直 
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线 的 斜 正 交 补 就 是 这 条 直线 自身 。 

如 果 一 个 线性 子 空间 是 其 自身 的 斜 正 交 补 ， 那 么 我 们 称 其 为 
拉 格 朗 上 日 子 空间 。 拉 格 朗 日 子 空 间 的 维 数 等 于 原来 那个 辛 空间 的 
维 数 的 一 半 。 

一 个 流 形 上 的 一 个 黎 曼 结构 ， 是 由 在 该 流 形 的 每 一 点 的 切 空 
但 上 选取 一 欧 氏 结构 给 出 的 。 

与 此 完全 类 似 ， 流 形 上 的 一 个 辛 结构 是 由 在 每 个 切 空间 上 选 
取 一 辛 结构 给 出 的 :然而 , 与 黎 曼 情形 完全 不 同 , 如 下 面 所 解释 的 
那样 ,这 些 结构 不 是 无 限制 的 ,而 是 互相 关联 的 。 

一 个 流 形 上 的 黎 曼 结构 ， 使 得 我 们 可 以 用 求 组 成 其 上 一 条 曲 
线 的 所 有 小 向 量 的 长 的 和 这 种 方法 ,来 度量 这 条 曲线 的 长 度 。 与 此 
完全 类 似 ， 辛 结构 使 得 我 们 可 以 度量 位 于 辛 流 形 中 的 二 维 有 向 曲 
面 的 《面积 ”( 用 求 构成 这 个 曲面 的 所 有 小 平行 四 边 形 的 “面积 ”的 
和 这 种 方法 )。 联 系 不 同 切 空 间 中 的 辛 结构 的 附加 条 件 是 ,任何 三 
维 图 形 的 整个 边界 的 《面积 ”应 为 零 。 

人 们 可 以 通过 把 以 任意 一 个 点 为 基点 的 两 个 向 量 的 斜 数 积 ， 
定义 为 将 这 两 个 向 量 平移 到 原点 所 得 的 两 个 向 量 的 斜 数 积 ， 而 在 
任何 一 个 线性 辛 空 间 上 引入 辛 流 形 的 结构 。 容 易 验 证 ， 这 里 也 满 
足 相 容 性 条 件 。 

在 平面 或 更 高 维 的 空间 的 点 的 邻 域内 存在 许多 不 同 构 的 黎 受 
结构 。 黎 曼 为 了 把 它们 区 分 开 来 , 引入 了 黎 曼 曲率 。 

与 黎 曼 流 形 不 一 样 ， 给 定 维 数 的 所 有 辛 波形 在 它们 每 一 个 点 
的 邻 域内 都 是 同 构 的 (可 以 保持 “面积 ”地 把 一 个 映 到 另 一 个 上 )。 
因此 ， 每 个 辛 流 形 都 局 部 同 构 于 一 个 标准 线性 辛 空间 。 在 这 样 的 
一 个 空间 中 ， 我 们 可 以 引入 坐标 Dis badis ,qn)， 使 得 斜 数 
积 等 于 在 这 些 平面 (1,40, c, (Ov 4,) 上 的 投影 的 有 向 面积 
的 和 。 


$5 


如 果 辛 空间 的 一 个 子 流 形 在 每 一 点 上 的 切 空 间 都 是 拉 格 朗 上 月 
子 空 间 ,那么 我 们 把 这 个 子 流 形 称 为 拉 格 朗 日 流 形 。 


所 有 纤维 都 是 拉 格 朗 日 流 形 。 

任何 拉 格 朗 日 纤维 化 都 局 部 同 构 于 相 空间 在 构 形 空间 (confi- 
guration space) 上 的 标准 纤维 化 (p,q) 一 >4a( 其 纤维 为 动量 9 = 常 
数 的 那些 空间 )。 构 形 空间 , 即 4 空间 , 称 为 这 个 纤维 化 的 底 空间 。 

现在 我 们 假设 在 拉 格 朗 日 纤维 化 的 空间 中 ， 还 给 了 另 一 个 拉 
格 朗 日 流 形 。 则 我 们 得 到 一 个 从 这 个 拉 格 朗 日 流 形 到 拉 格 朗 日 纤 
维 化 的 底 空间 (这 也 就 是 说 ， 到 坐标 为 4 的 构 形 空间 ) 的 光滑 映 
射 : 它 把 这 个 拉 格 朗 日 流 形 的 每 个 点 (p,q) 对 应 于 构 形 空间 中 的 
Na. 

这 样 得 到 的 维 数 都 为 "的 两 个 流 形 之 间 的 映射 称 为 拉 格 朗 昌 

这 些 奇 点 形成 维 数 相等 的 流 形 之 间 的 光滑 映射 的 奇 点 的 一 个 
特殊 类 。 人 们 已 经 构造 出 了 这 一 类 奇 点 的 分 类 理论 ， 这 个 理论 类 
似 于 一 般 奇 点 理论 。 

当 n=2 В, 正 像 在 一 般 奇 点 中 那样 , 折 迭 和 尖 点 是 仅 有 的 一 
般 状 况 的 拉 格 朗 日 奇 点 (然而 , 拉 格 朗 日 尖 点 有 二 种 在 拉 格 朗 日 意 
义 之 下 不 等 价 的 @ 变 式 )。 

一 般 状况 的 三 维 拉 格 朗 日 流 形 之 间 的 拉 格 朗 日 映射 的 奇 点 ， 
就 已 经 不 是 全 都 能 够 在 通常 一 般 状况 的 奇 点 中 找到 了 。 

But SUE E RO AR AUDI AEG 
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纤维 化 到 第 二 个 拉 格 朗 日 纤维 化 的 映射 ,这 个 映射 将 纤维 映 到 纤维 上， 并且 还 将 第 一 个 
辛 结构 映 到 第 二 个 辛 结构 内 ,此 外 还 将 第 一 个 的 拉 格 朗 日 子 流 形 映 到 第 二 个 的 拉 格 朗 日 
于 流 形 内 。 
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Ua 设 卫 是 力 的 光滑 函数 ， 则 流 形 а= дР/0р 是 拉 格 朗 日 流 
形 。 所 以 ,梯度 映射 的 奇 点 都 是 拉 格 朗 日 坷 点 。 

2， 我 们 来 考虑 欧 氏 空间 中 的 一 个 光滑 子 流 形 , 以 及 (在 这 个 
流 形 的 所 有 点 4 上 ) 垂直 于 这 个 流 形 的 所 有 向 量 组 成 的 集合 。 以 
а ЕАО НЕО ВЯ Н MW. ER 
射 可 以 看 作 是 从 这 个 流 形 到 底 空间 的 拉 格 朗 日 映射 人 ,b+@) 一 > 
(р+а). 

3， 我 们 来 考虑 欧 氏 空间 中 所 有 有 向 直线 组 成 的 流 形 。 这 个 
流 形 是 辛 流 形 ， 因 为 它 可 以 看 作 是 一 个 在 球面 上 运动 的 点 的 相 空 
fi] (直线 的 方向 决定 球面 上 的 一 点 ,而 直线 与 球面 的 重 直 于 它 的 切 
平面 的 交点 决定 动量 的 值 )。 


我 们 来 考虑 同一 个 欧 氏 空间 中 一 个 曲面 的 所 有 正 向 法 线 组 成 
的 流 形 。 它 是 由 所 有 有 向 直线 组 成 的 辛 流 形 的 子 流 形 并 且 是 拉 格 
朗 日 流 形 。 那 么 ， 这 个 曲面 的 高 斯 映射 可 以 看 作 是 一 个 科 格 朗 日 
映射 ， 即 从 刚 构造 的 子 流 形 到 球面 一- 相 空间 的 拉 格 朗 日 纤维 化 
的 底 空间 一 -上 的 投射。 

因此 ,梯度 奇 点 理论 ,法 奇 点 理论 和 高 斯 奇 点 理论 都 归属 拉 格 
朗 日 奇 点 理论 。 

刚才 我 们 见 到 的 有 向 直线 组 成 的 流 形 上 辛 结构 的 形成 ， 没 有 
初 看 上 去 似乎 那样 不 自然 。 关 键 是 ,任何 变 分 问题 的 解 集 ,或 一 般 
地 , 哈密 顿 函数 取 固定 值 的 哈密 顿 方程 的 解 集 , 是 一 个 辛 流 形 , 这 
个 流 形 对 于 研究 这 些 解 的 性 质 是 非常 有 用 的 。 
”例如 , 我 们 来 考虑 如 图 62 所 示 的 、 从 三 维 空间 中 障碍 曲面 的 
测 地 线束 脱离 的 双 参 数 射线 族 。 可 以 证 明 这 个 族 是 所 有 射线 组 成 
的 四 维 室 间 中 一 个 二 维 的 拉 格 朗 日 子 “ 流 形 ”, 但 它 与 我 们 早先 见 

9r 


到 的 拉 格 朗 日 子 流 形 不 一 样 ,自身 就 有 奇 点 , 人 们 称 其 为 拉 格 朗 日 
复 。' 这 些 奇 点 出 现在 那些 脱离 射线 为 障碍 曲面 的 渐 近 线 处 。 这 种 
射线 形成 所 有 脱离 射线 组 成 的 拉 格 MARR Get eut 类 型 的 ) 
RE 

在 这 条 尖 消 上 有 一 些 特殊 点 。 在 这 种 点 的 邻 域内 ， 脱 离 射 线 
形成 的 往 辛 微分 同 豚 于 开 燕尾 。 开 燕尾 是 由 所 有 多 项 式 xs 十 axs + 
bx* cx & d 组 成 的 四 维 空间 中 那些 有 三 重 根 的 多 项 式 形成 的 
曲面 。 

”这 个 多 项 式 空间 有 一 个 自然 的 辛 结构 ， 这 个 结构 是 从 二 元 型 
的 空间 的 在 SL (2,R) 下 不 变 结构 继承 来 的 ， 并 且 开 燕尾 在 这 个 
多 项 式 空间 中 是 -个 拉 格 朗 日 子 签 。 在 奇 点 理论 的 其 他 一 些 问题 
中 ,例如 在 运动 的 波 阵 面 的 尖 冰 扫 出 的 焦 散 面 的 研究 中 ,也 会 避 到 
开 燕尾 ， 而 且 看 来 它 还 是 将 建立 的 拉 格 朗 日 签 的 理论 的 一 个 基本 
例子 。 

， 在 欧 氏 几何 和 黎 曼 几 何 中 ， 有 一 种 外 曲率 (external curva- 
чиге) 的 庞大 理论 : 除了 子 流 形 由 其 度量 决定 的 内 蕴 性 质 以 外 , 具 
有 相同 内 草 几 何 的 子 流 形 嵌 入 空间 的 方式 也 可 能 会 有 差别 。 

在 辛 几何 中 ， 如 吉文 塔 利 最 近 所 证 明 的 那样 ， 情 况 要 简单 一 
Bri LAST 〈 辛 结构 在 子 流 形 的 切 向 量 组 成 的 集合 上 的 限制 ) t 
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Я ,这 为 奇 点 理论 开 尽 了 新 的 一 章 一 一 辛 空间 中 子 流 形 的 配置 的 
寄 点 的 研究 ， 梅 尔 罗斯 在 最 近 几 篇 关于 衙 射 的 文章 中 注意 到 了 它 
的 重要 性 。 利 用 吉文 塔 利 定理 ， 从 马 蒂 雷 及 其 学 生 关于 辛 结构 的 
: 遇 化 的 一 些 结果 ,得 到 了 这 种 奇 点 的 分 类 的 一 些 初步 结果 。 例 如 ， 
凑 保 持 辛 结构 的 变换 ， 可 将 四 维 六 空间 中 一 个 一 般 状况 的 二 维 子 
流 形 局 部 简化 为 下 述 两 个 标准 型 之 一 ， 
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在 奇数 维 流 形 上 绝 不 可 能 有 辛 结构 ， 但 却 有 接触 结构 。 接 触 
几何 能 满足 光学 和 波 传播 理论 的 需要 ， 而 辛 几 : 何 能 满足 力学 的 
需要 。 

奇数 维 流 形 上 的 接触 结构 是 由 每 一 点 上 切 空间 中 的 超 平面 
( 余 维 数 为 一 的 子 空间 ) 的 选取 决定 的 。 维 数 固 定 的 流 形 上 两 个 超 
平面 场 是 局 部 等 价 的 , 即 通过 微分 同 胚 可 将 一 个 变 到 另 一 个 ,只 要 
它们 在 所 考虑 的 那些 点 的 附近 都 是 一 般 状况 的 。 

一 个 接触 结构 就 是 超 平面 的 一 个 场 ， 这 个 场 在 奇数 维 流 形 的 
每 个 点 的 附近 都 是 一 般 状 况 的 。 

平面 上 所 有 线 元 素 组 成 的 流 形 就 是 接触 流 形 ,而 且 是 三 维 的 。 
它 的 接触 结构 给 出 如 下 ， 一 个 线 元 素 的 运动 速度 属于 接触 场 的 超 
平面 ,如 果 这 个 线 元 素 的 附着 点 的 速度 属于 这 个 线 元 素 的 话 。 与 此 
TERU, 我们 可 以 在 任意 7 维 流 形 中 的 所 有 超 平面 元 素 组 成 的 
(n 一 1) 维 流 形 上 定义 一 个 接触 结构 。 

在 接触 情形 中 , 拉 格 朗 日 流 形 的 作用 被 勒 让 德 流 形 取而代之 。 
勒 让 德 流 形 就 是 超 平面 场 的 维 数 尽 可 能 大 的 积分 子 流 形 ， 由 超 平 
面 场 满足 一 般 状况 性 条 件 可 知 ,这 个 维 数 在 2m + 1 维 的 接触 流 形 

“中 为 m。 

波 阵 面 、 惑 让 德 变换 还 有 光滑 超 曲面 的 对 偶 超 曲面 等 的 奇 点 
都 是 勒 让 德 奇 点 。 整 个 辛 理论 (例如 , 包括 吉文 塔 利 定理 ) 都 有 类 
似 的 接触 理论 ,这 对 变 分 问题 中 奇 点 的 研究 极为 有 用 。 

近 几 年 来 ,在 数学 的 所 有 领域 中 都 出 现 了 辛 几何 和 接触 几何 。 
正 像 每 个 云 省 一 定 都 会 让 炮 自己 的 冠 毛 一 样 ， 数 学 的 每 个 领域 最 
终 也 将 辛 化 。 在 数学 中 有 一 个 由 不 同 层次 的 运算 组 成 的 序列 :函数 
作用 在 数 上 , 算 子 作用 在 函数 上 , 函 子 作用 在 算 子 上 ,等 等 。 辛 化 是 
很 少 几 个 最 高 层次 的 运算 中 的 一 个 ， 它 不 是 作用 在 很 小 的 函 暑 
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人 ry) 一 一 商 数 范畴 、 函 子 一 一 上 ,而 是 同时 作用 在 数学 的 所 有 领 
域 上 。 尽 管 目前 已 经 知道 有 几 个 这 种 最 高 层次 的 运算 ， 例 如 代数 
化 \ 布 巴 基 化 \ 复 化 、 超 化 和 辛 化 等 , 但 是 对 于 它们 , 还 没有 任何 一 
点 公理 论 。 
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第 十 五 章 复 奇 点 


数学 家 们 都 很 清楚 地 知道 ,过渡 到 复 情形 通常 可 以 简化 问题 ， 
而 不 会 使 问题 更 复杂 。 例 如 ,每 个 n 次 代数 方程 都 恰好 有 "个 复 根 ， 
而 要 想 找 到 其 实 根 的 个 数 却 是 困难 的 。 

之 所 以 出 现 这 种 现象 ,是 因为 一 个 复方 程 相当 于 两 个 实 方程 ， 
而 由 两 个 实 方程 给 定 的 集合 ， 比 方 说 空间 中 的 曲线 或 者 平面 上 的 
点 , 称 为 余 维 数 为 二 ,但 余 维 数 为 二 的 集合 并 不 能 分 割 它 所 在 的 空 
间 。 因 此 ,从 给 定 的 余 维 数 为 二 的 集合 外 、 其 所 在 的 空间 中 任意 一 
点 出 发 , 走 一 条 与 该 集合 不 相交 的 道路 ,可 以 到 达 另 外 任何 一 个 这 
样 的 点 。 

我 们 来 考虑 复 对 象 一 一 比方 说 给 定 次 数 的 复 系 数 多 项 式 一 一 
组 成 的 某 个 空间 。 特 殊 的 对 象 ,比方 说 有 重 根 的 多 项 式 , 都 由 其 系 
数 的 复方 程 确定 。 КН 


"rar че 组 成 的 空间 VAR aC. 它 就 不 能 分 
割 所 有 这 样 的 多 项 式 组 成 的 空间 (这 个 空间 的 实 维 数 为 六 )。 
因此 ,从 任何 一 个 非特 殊 的 复 对 象 ( 例 如 无 重 根 的 多 项 式 ) 出 
发 , 走 一 条 完全 落 在 非特 殊 的 复 对 象 组 成 的 区 域 ( 在 我 们 所 举 的 例 
子 中 ,为 无 重 根 的 多 项 式 组 成 的 区 域 ) 内 的 连续 道路 , 可 以 到 达 任 
何其 它 的 一 个 非特 殊 的 复 对 象 。 但 是 ， 对 一 个 非特 殊 的 对 象 作 轻 
微 的 形变 ,并 不 会 使 其 拓扑 发 生变 化 。 例 如 ,如 果 人 们 对 无 重 根 的 
多 项 式 的 系数 所 作 的 变化 足够 小 ， 那 么 该 多 项 式 根 的 个 数 就 不 会 
变 。 所 以 给 定 类 的 所 有 非特 殊 的 对 象 都 有 相同 的 拓扑 不 变量 。 例 
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An, 所 有 给 定 次 数 的 无 重 根 的 多 项 式 ， 复 根 的 个 数 都 相等 。 故 而 ， 
为 了 知道 所 有 非特 殊 的 复 对 象 的 拓扑 ， 只 须 研究 它们 之 中 的 任何 
一 个 的 拓扑 就 行 了 。 例 如 ,人 们 只 须 找到 任何 一 个 无 重 根 的 方程 复 
根 的 个 数 就 可 以 了 @。 反 之 ,在 实情 形 之 下 , 特殊 对 象 组 成 的 集合 
将 所 有 对 象 组 成 的 空间 分 为 几 部 分 。 例 如 ,通常 的 燕尾 (图 30) 将 
实 多 项 式 x*+ax* + bx c 组 成 的 空间 分 为 三 部 分 ,其 中 一 部 分 由 
有 四 个 实 根 的 多 项 式 组 成 ,一部分 由 有 两 个 实 根 的 多 项 式 组 成 ,第 
三 部 分 由 无 任何 实 根 的 多 项 式 组 成 《请 试 着 弄 清楚 空间 中 的 哪 一 
部 分 有 多 少 个 根 1)。 

现在 , 我 们 把 (x,y) 平面 上 的 那些 曲线 看 成 是 我 们 的 研究 对 
象 , 这 些 曲 线 由 一 个 形 如 f(x,y) = 0 的 条 件 给 出 ,其 中 /是 某 个 给 定 
次 数 的 任意 多 项 式 。 例 如 ,如 果 次 数 为 二 ,这 种 曲线 通常 就 是 椭 网 
或 者 双 曲 线 (所 有 其 它 的 二 次 曲线 对 应 于 特殊 的 ,奇异 的 情形 )。 

所 有 满足 方程 f(x,y) = 0 的 复数 对 (x,y) 组 成 的 集合 , 称 为 复 
曲线 。 从 实 的 观点 来 看 , 复 曲线 是 四 维 空间 中 的 二 维 曲面 。 通 常 ， 
即 对 于 多 项 式 f 的 系数 的 几乎 所 有 的 值 ， 复 曲线 都 是 非 奇异 的 。 
由 前 述 理由 可 知 ， 所 有 给 定 次 数 的 非 奇异 复 曲线 都 拓扑 等 价 于 实 
曲 务 。 因 此 ,对 给 定 次 数 的 任何 一 个 非 奇异 复 曲 线 进行 研究 ,就 足 
以 找到 这 些 曲面 的 拓扑 。 

可 以 证 明 , 答 案 如 下 :球面 粘 上 8 = (x 一 1) C- 2/2 AERIS E 
从 其 上 去 掉 " 个 点 ,就 得 到 了 所 需 的 曲面 。 例 如 , 复 直 线 (= 1) 就 是 
实 平面 一 一 去 掉 了 一 点 的 球面 ， 复 圆 就 是 实 圆柱 面 一 一 去 掉 了 两 
点 的 球面 ,次 为 3 的 复 曲 线 与 有 三 个 孔 的 环 面 有 相同 的 拓扑 结构 。 
”验证 这 个 结果 的 最 简单 方法 是 ,从 "条 直线 组 成 的 集合 经 过 小 


EOD 及 方程 (x-1)…(xX~m) =0 为 例 就 足够 了 ,在 上 面 举 出 的 论据 中 不 需要 增添 什 
么 ,就 可 以 完全 严格 地 证 明 * 代 数 基本 定理 "。 这 个 定理 说 次 为 n 的 每 个 方程 都 有 nt 个 
25. 
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扰动 得 到 非 奇 异 曲 线 。 比 方 ,我 们 从 7 条 实 直 线 出 发 ,这 71 条 直线 
在 实 平面 中 处 于 一 般 位 置 上 ， 因 而 它们 相互 之 间 累 计 共有 na- 
1)/2 个 交点 (图 64)。 每 条 直线 都 由 一 个 形 如 1= 0 的 非 齐 次 线性 
方程 给 出 ， 其 中 1=ax + by +c。 我 们 把 对 应 于 这 条 直线 的 所 有 
线性 函数 1 都 乘 在 一 起 。 这 个 乘积 只 在 这 些 直线 持 为 零 。 将 由 这 
些 直线 组 成 的 折线 了 = 0 代 之 以 非 奇 异 曲 线 f= (很 小 的 数 ), 而 这 
就 是 我 们 所 需 的 小 扰动 。 
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图 64 

如 果 我 们 现在 转向 复数 x 和 y， 那 么 每 条 直线 就 都 变 成 了 实 
意义 之 下 的 一 个 平面 , 因此 曲线 f=0 通过 复 化 之 后 , 变 成 一 个 由 
n 个 实 平面 组 成 的 集合 。 在 四 维 空 间 中 ， 每 一 对 这 样 的 平面 都 相 
交 于 一 点 。 因 为 事实 上 ,点 经 过 复 化 后 , 仍 为 点 。 在 上 面 所 描述 的 
小 扰动 之 下 ,这 个 曲面 变 成 光滑 的 了 。 从 拓扑 学 的 角度 来 看 ,这 个 
光滑 化 是 以 这 样 的 方式 来 实现 的 :两 个 相交 平面 中 的 每 一 个 都 控 
去 交点 的 一 个 邻 域 ,由 此 而 形成 的 两 个 洞 的 边界 都 是 贺 , 然后 (用 
产生 可 定向 曲面 的 那 种 方法 ) 把 这 两 个 贺 粘 在 一 起 ; 

例如 , 三 个 两 两 相交 于 一 点 的 球面 ,在 光滑 化 三 个 交点 之 后 ， 
就 产生 了 一 个 环 面 《图 64)。 完 全 类 似 地 ,个 球面 产生 一 个 有 
(n 一 1)(n 了 2)/2 个 环 柄 的 球面 ,因而 我 们 从 # 个 平面 出 发 ,可 以 得 
到 一 个 有 同样 多 个 环 本 但 去 掉 了 x 个 点 的 球面。 

因此 ,我 们 解决 了 确定 次 数 为 4 的 非 奇异 复 代数 曲线 的 拓扑 结 
构 的 问题 在 上 述 构造 中 出 现 的 带 环 柄 的 球面 , 称 为 该 曲线 的 黎 曼 
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曲面 @。 

至 于 次 数 为 z 的 实 平面 曲线 ,目前 只 知道 当 z<6 时 它们 的 拓扑 
结构 ,但 却 不 知道 实 曲线 的 分 支 在 平面 上 有 哪 几 种 可 能 的 排列 。 

像 曲 线 理论 那样 , 当 我 们 转向 复 域 时 , 奇 点 理论 也 变 得 较 简 单 
了 3 许多 现象 ,从 实 的 观点 来 看 ,似乎 相当 神秘 ,但 在 复 域 上 却 有 透 
彻 的 解释 。 

例如 ,我 们 来 考虑 复 函 数 的 最 简单 的 临界 点 的 结构 , 即 考 虑 极 
大 值 和 极 小 值 理论 的 复 化 。 

对 于 实 函数 来 说 ， 临 界 点 是 与 等 高 线 或 等 高 面 的 结构 变化 有 
联系 的 。 例 如 ,函数 f=x* +y? 的 实 等 高 线 x*+y*=c, 当 c<0 时 
为 空 集 , Ш c> 0 НИ, ЙК = ху 的 实 等 高 线 的 结构 变化 
又 是 另 一 种 情况 : 双 曲 线 x* 一 y* =c 的 浙 近 线 , 通过 此 双 曲 线 的 分 
支 ， 以 什么 方式 相 联系 , 取决 于 c 的 符号 。 在 这 两 个 例子 中 ,c=0 
是 唯一 的 一 个 临界 信 。 临 界 等 高 集 是 非 光 滑 的 ， 而 非 临界 等 高 集 
却 是 光滑 流 形 。 

在 复 情形 中 ,函数 值 的 坐标 轴 变 成 了 复 变 量 c 的 平面 。 临 界 值 
位 于 这 个 平面 的 孤立 点 上 ,因而 它 不 能 将 这 个 平面 分 为 几 部 分 。 因 
此 ,对 于 c 的 所 有 非 临 界 值 来 说 ,其 等 高 流 形 有 相同 的 拓扑 结构 。 当 
c 变化 并 通过 临界 值 时 ,并 不 会 使 结构 发 生 任 何 变化 :诚然 在 c 通 
过 徇 界 值 的 那 一 退 间 ,等 高 集 变 成 了 奇异 的 ,但 随后 马上 它 却 又 回 
复 到 原来 的 拓扑 型 上 去 了 。 

在 复 情形 中 ,不 是 通过 临界 值 ,而 是 应 该 绕 临 界 值 转 一 上 图 。 这 
是 那个 说 实 概念 < 边界 ?的 类 似 复 概念 为 < 分 枝 履 盖 ” 的 一 般 原 则 的 


G ” 贤 便 说 一 句 ,从 环 面 的 拓扑 性 质 一 一 即 任意 两 条 子午 线 将 环 面 分 为 两 部 分 这 个 
事实 一 可 知 ,对 于 势能 是 次 为 四 的 多 项 式 的 力学 系统 来 说 ,总 势能 相等 的 两 个 势 井 的 
每 一 个 中 的 振 萝 也 将 有 相同 的 周期 。 因 为 在 回环 的 黎 受 曲面 上 ， 两 种 情形 下 势能 的 等 
高 集 一 一 两 个 势 间 的 相 曲 线 一 一 是 不 相同 的 子午 线 。 
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一 种 表现 形式 。 

因此 ,我 们 来 考虑 复 变量 c 的 平面 上 绕 某 个 临界 值 转 的 道路 。 

与 这 种 道路 上 每 一 点 相对 应 的 是 一 个 非 奇 异 的 等 高 流 形 
f=c。 当 c 连续 地 变化 时 ,等 高 流 形 也 连续 地 变化 ,但 其 拓扑 保持 
不 变 。 

换言之 ,我 们 可 以 用 这 样 一 种 方式 ,把 初始 非 奇异 等 高 流 形 上 
的 每 个 点 ,与 一 个 邻近 等 高 流 形 上 的 一 个 邻近 点 对 应 起 来 ,使 得 我 
们 在 这 两 个 等 高 流 形 之 间 建 立 起 一 个 双向 连续 的 一 一 对 应 。 因 
此 ， 我 们 可 以 把 初始 等 高 流 形 与 任何 邻近 高 度 с 的 等 高 流 形 等 同 
起 来 。 

当 c 连续 地 变化 时 ,这 个 等 同 也 连续 地 变化 ,而 最 后 当 c 回 到 
它 原来 的 位 置 上 时 ， 我 们 就 得 到 了 一 个 原来 那个 等 高 流 形 与 其 自 
身 的 等 同 。 我 们 把 这 个 等 同 称 为 单 值 等 同 (monodromy)。 

所 以 , 单 值 等 同 就 是 非 奇异 等 高 流 形 到 自身 上 的 、 一 对 一 的 、 
双方 连续 的 映射 。 可 以 证 明 ， 这 种 映射 绝对 不 是 便 等 变换 : 因为 
34 c 绕 临 界 值 转 了 一 个 整 圈 之 后 ,对 于 值 c， 只 是 等 高 流 形 作为 一 
个 整体 回 到 了 它 原 来 的 地 方 上 ， 而 并 非 其 每 一 单个 点 都 回 到 了 它 
们 原来 的 位 置 上 人 @。 

为 了 了 解 在 单 值 等 同 之 下 非 奇 异 等 高 流 形 的 点 会 发 生 什么 变 
化 ,我 们 来 考虑 例子 f(x,y) = x^ +y*。 我 们 首先 考虑 的 是 非 奇 异 
等 高 流 形 x* +y* = cc 关 0。 在 实 的 情形 之 下 , 这 个 方程 确定 的 是 
二 个 圆 , 但 我 们 感 兴趣 的 是 “ 复 圆 ?一 一 两 个 复 变 量 的 平面 上 〈 复 ) 
坐标 的 平方 和 为 给 定 值 的 点 (xy,y) 组 成 的 集合 。 
我 们 已 经 知道 ,从 拓扑 学 的 角度 来 看 ,这 种 曲面 就 是 四 维 空间 


о ”这 里 的 情况 同 考 比 乌 斯 带 上 的 情况 一 模 一 样 。 在 沿 才 比 乌 斯 带 的 举 标 四 连续 
地 转 一 陨 的 过 程 中 ,我 们 可 以 连续 地 将 与 此 坐标 园 横 城 的 线段 相互 等 同 起 来 。 但 当 我 们 
首次 加 到 原来 那个 线 仆 上 来 时 ,所 得 的 这 个 线 县 与 自身 的 等 同 将 其 首尾 掉 了 个 。 
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中 的 二 维 柱 面 。 
可 以 证 明 ， 单 值 等 同 将 柱 面 
ер Pe 上 的 每 个 圆 都 旋转 了 一 个 互 不 相 
等 的 角度 ， 这 个 角度 连续 地 从 在 
N 柱 面 的 一 个 底 上 为 零 变 到 在 另 一 
个 底 上 为 2r。 因 此 , 柱 面 的 两 个 底 
LES 边 上 的 任意 一 点 都 原 地 未 动 ， 而 
柱 面 却 整整 扭 了 一 图 ， 例 如 使 得 柱 面 的 母线 变 成 了 从 一 个 底 到 另 
一 个 底 的 , 绕 柱 面 转 了 一 个 整 圈 的 螺旋 线 (图 65)。 

为 了 天 清楚 为 什么 会 是 这 样 ， 我 们 来 更 详细 地 研究 “AA. 
复 圆 的 方程 可 以 写成 y c- x^ 的 形式 。 从 这 个 公式 我 们 可 
以 看 出 ， 对 于 x 的 每 一 个 ( 复 ) 值 ， 都 存在 3 的 一 对 对 应 值 ， 除 开 
*= 土 VC 一 一 对 于 x 的 这 两 个 奇异 值 中 的 每 一 个 ,我 们 都 只 能 得 
到 y 的 一 个 唯一 的 值 ( 零 )。 

所 以 , 复 “ 双 值 函 数 ”y = cx? 的 图 形 在 复 变量 * 的 平面 上 
展开 为 两 叶 # 而 且 ,这 两 叶 仅 在 两 点 相连 。 但 是 ,单单 去 掉 这 两 点 ， 
并 不 能 将 这 两 叶 分 离开 来 。 事 实 上 ， 我 们 使 x 绕 这 两 点 之 中 的 一 
个 点 转 一 小 图 ,刚好 转 一 轿 。y 的 对 应 值 连续 地 变化 , 但 不 会 回复 
到 它 以 前 的 值 上 去 ,而 是 变 到 新 的 值 上 去 了 。 事 实 上 ,从 公式 

c-xX2=(WCc-x) (VC +x) 
我 们 可 以 看 出 ， 在 x 绕 两 点 土 V c 中 之 一 点 转 了 一 图 之 后 ， 在 这 
两 个 因 式 中 ,有 一 个 的 幅 角 变 了 2r, 而 另 一 个 的 幅 角 保持 不 变 。 因 
此 ,y 的 幅 角 经 过 这 一 圈 之 后 变 了 x, 即 y 的 符号 变 了 ,因而 y 从 一 
叶 变 到 另 一 叶 上 了 。 

如 果 x 绕 点 Vc 转 了 二 圈 ，y 这 个 量 就 回 到 了 它 原来 那个 值 
上 。 点 x= 土 Vc 称 为 函数 y= c-x7 的 分 枝 点 。 

为 了 更 好 地 了 解 由 此 函数 定义 的 曲面 ， 我 们 把 这 两 个 分 枝 点 
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用 一 条 线段 连接 起 来 。 如 果 > 
在 平面 上 漫游 但 不 经 过 这 条 线 - 
段 上 的 任何 一 点 。 那 么 ， 只 要 етту, = c 
x 走 的 是 闭路 径 , y 就 将 回 到 其 Ah NS 
初始 值 上 来 。 的 确 , 绕 这 两 个 分 

枝 点 中 的 任何 一 个 单 转 — В, abi 

就 会 使 得 y 从 一 叶 变 到 另 一 叶 上 。 所 以 , 绕 这 整个 线段 转 一 圈 , 并 
不 能 使 y 的 符号 发 生变 化 。 

很 清楚 ,曲面 x* +y* =c 具有 如 下 的 拓扑 结构 : 这 个 曲面 为 两 
个 复 平面 (其 中 变量 记 为 x) 的 并 ,在 每 个 平面 上 沿 在 这 两 个 分 枝 点 
之 间 的 线段 切 开 一 条 缝 ， 每 个 平面 的 颖 的 上 边 与 另 一 个 平面 的 颖 
的 下 边 粘 在 了 一 起 。 以 拓扑 学 的 眼光 来 看 ， 这 个 曲面 就 是 一 个 柱 
面 。 在 这 个 柱 面 上 , 那 条 缝 变 成 了 赤道 圆 (图 66), 

当 上 趋 近 临界 值 0 时 ,这 两 个 分 枝 点 一 齐 靠 拢 。 在 00 这 个 
极限 过 程 中 ,连接 这 两 点 的 线段 ,以 及 在 此 黎 曼 曲 面 上 绕 这 条 缝 线 
转 的 道路 , 在 此 临界 点 上 都 消失 了 。 这 就 是 为 什么 把 柱 面 x? +y? 
=e 上 的 赤道 圆 称 为 消 没 圈 (vanishing cycle) 的 原因 。 

М c>0 时 , 这 个 消 没 圈 就 是 通常 的 实 男 。 所 以 , 对 于 临界 值 
:附近 的 给 定 的 函数 值 ， 我 们 已 经 知道 了 临界 点 附近 的 典型 非 奇 异 
等 高 集 的 结构 。 该 函数 的 确切 形式 是 否 知晓 在 这 里 并 不 重要 ， 只 
要 知道 临界 点 是 非 退 化 的 就 行 了 。 之 所 以 如 此 ， 是 因为 从 拓扑 学 
的 角度 来 看 , 复 函 数 的 所 有 非 退 化 临界 点 局 部 都 是 相同 的 ,这 也 就 
是 说 ， 复 函数 在 其 所 有 非 退 化 临界 点 的 附近 都 是 拓扑 等 价 的 。 这 
与 上 面 解 释 的 一 般 原则 ( 复 退化 是 两 个 实 条 件 的 全 加 ) 相 一 致 。 特 
别 的 是 ,对 于 双 曲 情形 (x* у =c)， 消 没 圈 的 拓扑 辣 其 在 椭 贺 情 
形 x*+y*=c 下 的 拓扑 一 样 ,但 在 双 曲 情形 中 ,整个 消 没 圈 都 位 于 
复 域内 ,因而 在 实 (x,y) 平 面 上 是 看 不 到 它 的 。 
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现在 ， 设 < 绕 临 界 值 转 了 一 小 圈 。 我 们 使 用 我 们 分 析 复 函 数 
的 复 等 高 曲线 的 方法 ， 来 研究 这 
个 单 值 等 同 。 如 果 我 们 挖 去 奇异 
点 的 一 个 小 邻 域 ,那么 对 < 的 值 充 
分 靠近 临界 值 时 的 所 有 《 实 的 或 

图 67 复 的 ) 等 高 曲线 ， 都 可 以 一 对 一 
地 、 双 方 连续 地 投影 到 奇异 点 的 上 述 邻 域外 的 临界 等 高 曲线 上 
(图 67)。 

由 此 可 见 , 单 值 等 同 , BU c 的 等 高 曲线 的 等 同 , 是 沿 c 围绕 临 
界 值 所 走 的 路 径 连续 地 变化 的 。 所 以 ， 我 们 可 以 选择 这 样 的 单 值 
等 同 ,使 得 当 c 转 了 整整 一 图 之 后 ,等 高 曲线 的 所 有 位 于 上 述 邻 域 
外 的 点 都 回 到 了 它们 原来 的 位 置 上 。 

余下 的 是 只 须 研究 在 此 邻 域内 的 情况 怎样 。 为 此 ， 只 须 考虑 
标准 函数 = x2 yt 就 足够 了 。 从 拓扑 学 的 观点 来 看 ， 这 个 函数 
的 复 等 高 曲线 落 在 此 邻 域内 的 部 分 就 是 一 个 圆柱 面 ， 这 个 圆柱 面 
的 两 个 底 边 都 位 于 此 邻 域 的 边界 上 。 与 此 同时 ， 就 像 上 面 所 解释 
的 那样 ， 这 一 部 分 形成 复 变量 x 的 平面 上 某 个 区 域 的 一 个 双 叶 覆 
瘟 ， 这 个 双 叶 覆盖 有 两 个 分 枝 点 土 Vc (图 66)。 

dE c 围绕 零 转 了 整整 一 图 之 后 ， 这 两 个 分 枝 点 之 间 的 线段 转 
了 半 轿 ,结果 又 回 到 了 这 两 个 分 枝 点 上 ,只 是 首尾 互 换 了 一 下 。 如 
果 我 们 连续 地 把 在 c 的 绕 行 过 程 中 产生 的 黎 曼 曲面 相互 等 同 起 来 
(以 边缘 上 的 点 总 是 保持 在 它们 原来 位 置 的 附近 这 样 的 方式 )， 最 
后 我 们 就 会 得 到 这 个 圆柱 面 到 自身 的 一 个 映射 ( 单 值 等 同 )， 这 个 
映射 以 下 述 方式 组 成 。 

图 68 的 1 中 用 字母 Y 标 记 的 圆柱 面 的 一 条 母线 ,相继 与 中 间 
曲面 (2, 3,4) 上 用 同一 个 字母 标记 的 曲线 等 同 起 来 。 最 后 ,我 们 又 
回复 到 原来 那个 圆柱 面 (5) 上 , 但 曲线 y 变 成 了 一 条 有 相同 端点 的 
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新 曲线 。 容 易 看 出 ,这 条 新 曲线 ,就 像 图 65 中 所 绘 的 那样 ,在 此 贺 
柱 面 上 沿 准 圆 旋转 了 整整 一 圈 。 


图 68 

因此 ， 这 个 单 值 等 同 将 函数 的 复 等 高 曲线 位 于 非 退化 临界 点 
附近 的 圆柱 面部 分 ,恰好 拧 了 整 一 图。 在 这 个 单 值 等 同 之 下 , 消 没 
轿 旋 转 了 一 个 x 的 角度 之 后 , 仍 回 到 自身 上 了 。 但 是 , 一 般 来 说 ， 
等 高 曲线 上 其 它 的 圈 都 变 成 了 新 的 图 。 换 一 句 话说 ， 每 当 某 个 图 
沿 此 圆柱 面 的 母线 通过 消 没 圈 时 ， 这 个 单 值 等 同 就 把 该 圈 变 成 了 
一 个 消 没 圈 。 因 此 ,该 圈 在 单 值 等 同 之 下 的 象 , 可 以 用 在 其 上 添加 
若干 个 消 没 园 的 方法 来 得 到 ， 其 中 消 没 圈 的 个 数 等 于 该 圈 通过 它 
的 次 数 (计算 时 要 考虑 符号 )。 如 果 这 个 数目 等 于 零 , 那么 就 说 该 
图 与 消 没 圈 正 交 。 这 样 的 圈 在 单 值 等 同 之 下 是 不 变 的 。 

用 这 种 方法 ,我 们 推出 了 关于 两 个 变量 的 函数 的 “皮卡 一 勒 弗 
雪 兹 公式 ”, 这 是 函数 的 临界 点 的 复 理论 中 的 一 个 基本 公式 。 如 果 
我 们 转向 变量 的 个 数 为 任意 整数 4 的 函数 ， 消 没 圈 就 变 成 了 一 个 
n 一 1 维 的 球面 , 并 且 圆 柱 面 被 代 之 以 这 个 球面 的 所 有 切 向 量 组 成 
的 集合 。 若 变量 的 个 数 是 奇数 ， 则 这 个 单 值 等 同 作用 在 这 类 图 
上 ， 就 相当 于 在 与 消 没 圈 正 交 的 镜 上 反射 它们 。 消 没 圈 自 身 在 单 
值 等 同 的 作用 之 下 , 符号 变 了 。 

在 一 般 状况 的 小 扰动 之 下 ,函数 的 复杂 的 ( 即 退化 的 ) 临 界 点 分 
解 成 最 简单 的 ( 即 非 退 化 的 临界 点 。 一 般 状 况 的 小 扰动 作用 的 结 
果 是 ,出 现 了 几 个 非 退 化 的 临界 值 ,而 且 在 这 些 临界 值 的 每 一 个 的 
近 旁 都 有 一 个 消 没 轿 。 绕 这 些 临 界 值 中 的 任何 一 个 转 一 图 ， 就 定 
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义 了 一 个 单 值 等 同 变换 。 如 果 从 一 个 非 临 界 的 初始 值 出 发 ， 沿 一 
条 非 临界 的 道路 , 逼近 这 些 临界 值 中 的 任何 一 个 ,那么 就 可 以 将 这 
个 临界 值 的 消 没 圈 变 成 扰动 后 的 函数 的 初始 非 奇 异 高 度 的 等 高 流 
形 。 结 果 就 产生 了 整整 一 个 集合 的 消 没 较 。 

in, PE Xt +y? 的 非 奇异 复 等 高 曲线 为 去 掉 了 一 点 的 环 
面 。 稍 许 扰动 了 的 函数 x*- ex ey 有 两 个 临界 值 (图 69)。 从 这 
个 函数 的 非 临界 复 等 高 曲线 逼近 这 两 个 临界 值 ， 在 这 个 环 面 上 确 
定 了 两 个 消 没 圈 ~ 一 这 个 环 面 的 纬度 圈 和 子午 圈 。 与 此 完全 类 
似 , 在 函数 x* +y*+z? 的 等 高 曲面 上 有 两 个 相交 于 一 点 的 消 没 球 
面 。 相 应 的 单 值 等 同 变换 都 是 圈 类 组 成 的 空间 在 与 消 没 圈 正 交 的 
镜子 上 的 反射 。 


图 69 
因此 ,在 函数 的 临界 点 理论 中 出 现 了 反射 群 :它们 由 在 绕 扰动 
了 的 函数 的 临界 值 转圈 之 下 的 单 值 等 同 变换 构成 。 
反射 群 的 理论 是 数学 的 一 个 内 容 丰 富 的 部 分 。 例 如 ， 我 们 来 
考虑 平面 上 的 两 个 镜子 。 如 果 这 两 个 镜子 之 间 的 夹 角 与 27 是 不 
可 通 约 的 ,那么 可 从 这 些 镜子 上 的 反射 的 组 合 得 到 的 不 同 变换 ,就 
有 无 穷 多 但 是 ,如 果 夹 角 与 22 是 可 通 约 的 ,那么 不 同 的 变换 就 仅 
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有 有 限 个 。 与 此 完全 类 似 ， 我 们 可 以 找到 三 维 空间 中 过 零点 但 只 
产生 有 限 个 变换 的 镜子 的 所 有 排列 ;就 是 对 于 任意 维 的 空间 ,这 种 
排列 的 分 类 也 是 已 知 的 。 

函数 最 简单 的 退化 临界 点 的 单 值 等 同 群 的 计算 ， 一 方面 揭示 
了 函数 的 临界 点 理论 与 焦 散 面 和 波 阵 面 的 理论 之 间 深 刻 的 联系 ， 
另 一 方面 也 揭示 了 函数 的 临界 点 理论 与 由 反射 生成 的 群 的 理论 之 
НИЯ. 

这 种 联系 的 表现 形式 有 时 看 起 来 很 是 出 人 意料 。 例 如 ， 我 们 
来 考虑 平面 上 越过 障碍 的 问题 ， 这 个 障碍 的 边界 是 一 条 有 一 通常 
拐点 的 一 般 状 况 的 光滑 曲线 。 在 此 问题 中 ， 时 间 等 高 线 都 是 这 条 
光滑 曲线 的 渐 伸 线 。 这 些 渐 伸 线 在 这 条 光滑 曲线 上 有 (ИУ 3/2 
的 ) 奇 点 ,在 拐点 的 切线 上 有 ( 阶 为 5/2 的 ) 奇 点 。 可 以 证 明 ， 由 于 
通过 拐点 而 引起 的 渐 伸 线 的 奇 点 的 结构 的 变化 ， 是 受 二 十 面体 的 
对 称 群 控制 的 。 例 如 ,由 此 可 以 推出 ,用 坐标 的 光滑 变换 ,就 可 以 将 
(多 值 ) 时 间 函 数 的 在 拐点 的 邻 域内 的 图 形 , 简化 为 一 个 多 少 有 点 
象 薪 尾 的 标准 形式 。 事 实 上 ， 这 个 标准 形式 就 是 有 重 根 的 多 项 式 
X* жахі  bx* +c 的 曲面 (或 者 就 是 由 曲线 (t,t*,t5) 的 切线 的 并 给 
成 的 曲面 (图 70) ;利雅 施 科 和 О.П. HREAN 
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第 十 六 章 “” 突变 理论 之 迹 


奇 点 理论 在 自然 科学 中 的 应 用 ， 并 没有 圳 括 突变 理论 的 所 有 
方向 :除了 齐 鼻 类 型 的 具体 研究 之 外 ,还 有 数学 家 汤姆 的 非常 哲学 
化 的 工作 。 汤 姆 最 早 意识 到 惠 特 尼 关于 奇 点 理论 的 工作 (以 及 彭 
加 勒 和 安 德 洛 诺 夫 关于 分 歧 理论 的 前 述 工作 ) 具 有 包罗 一 切 的 特 
性 ,而 引入 术语 “突变 ”, 并 且 就 突变 理论 作 了 广泛 的 宣传 。 

汤姆 关于 突变 理论 的 文章 所 具有 的 定性 的 特征 ， 是 它们 的 原 
始 风格 :汤姆 不 仅 没有 给 出 有 效 的 证 明 , 而 且 甚至 也 没有 给 出 其 结 
果 的 准确 表述 ， 只 是 指出 了 进一步 研究 的 方向 。 齐 曼 对 这 种 风格 
推崇 备至 ， 他 发 现 只 有 在 汤姆 每 两 行 话 之 间 插 入 你 自己 的 九 十 九 
行 话 之 后 ,汤姆 话 的 意思 才 会 变 清楚 。 

为 了 使 读者 对 这 种 风格 有 自己 的 感受 ,我 从 汤姆 在 1974 年 写 
的 一 篇 关于 突变 理论 的 观点 的 综述 文章 中 摘录 一 段 如 下 : 

“从 哲学 的 高 度 来 看 ,确切 地 说 是 从 形而上学 的 高 度 来 看 , 突 
变 理论 固然 不 能 对 杀 扰 人 类 的 重大 问题 提供 任何 答案 。 但 是 ， 它 
却 能 支持 幸 拉克 利 特 的 辩证 宇宙 观 。 这 种 宇宙 观 认 为 ， 世 界 是 一 
个 理念 之 间 、 原 始 模型 之 间 不 间断 地 斗争 的 舞台 。 突 变 理论 将 我 
们 引 向 一 种 基本 上 是 多 神 论 的 世界 观 : 人 们 必须 学 会 在 万 事 万 物 
中 都 能 发 现 神 的 手 。 或 许 也 正 是 在 这 一 点 上 , 突变 理论 将 遇 到 它 
在 实际 应 用 中 那 种 不 可 避免 的 局 限 性 。 突 变 理论 也 许 将 遭受 与 精 
神 分 析 学 同样 的 命运 。 弗 洛 伊 德 在 心理 学 中 的 发 现 的 精髓 毫 无 疑 
问 是 正确 的 。 然 而 ,这 些 知识 本 身 对 于 实践 (尤其 是 对 精神 错乱 的 
治疗 ) 并 没有 产生 多 大 的 影响 。 正 像 < 伊利 亚 特 ， 中 的 英雄 要 违背 
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神 一 一 比如 波 塞 冬 一 一 的 意志 ,只 须 祈 求 其 敌对 神 一 一 比如 雅典 
娜 一 一 的 保佑 那样 ,在 一 场 结局 未 卜 的 含糊 的 争辩 之 中 ,我 们 要 限 
制 某 个 原始 模型 的 作用 ， 只 须 及 之 以 一 个 相对 的 原始 模型 。 同 样 
的 一 些 原因 ,在 某 些 情形 中 使 我 们 能 发 挥 作用 ,在 另 一 些 情形 中 却 
使 我 们 无 能 为 力 。 人 们 也 许 将 能 揭示 某 些 灾变 的 本 质 ， 例 如 疾病 
或 死亡 。 知 识 不 再 一 定 带 给 我 们 成 功 与 生存 的 希望 , 它 也 同样 可 
能 告诉 我 们 最 终 必 将 失败 , 必 将 筑 灭 .2 了 

幸亏 , 奇 点 理论 的 漂亮 结果 并 不 依赖 于 突变 理论 的 未 解 之 谜 。 
但 在 奇 点 理论 中 , 正 像 在 所 有 数学 中 那样 , 也 有 神 谜 的 成 分 : 初 看 
起 来 似乎 相距 很 远 的 对 象 和 理论 , 却 有 令 人 惊讶 的 一 致 性 和 联系 。 

这 种 仍然 像 谜 一般 的 一 致 性 (尽管 对 其 已 有 所 了 解 ) 的 一 个 例 
子 , 就 是 所 谓 的 4. 忆 .三 分 类 。 这 个 分 类 在 数学 的 众多 领域 中 , И 
如 在 函数 的 临界 点 理论 、 李 代数 、 线 性 空间 组 成 的 范畴 、 焦 散 面 、 波 
阵 面 、 三 维 空间 中 的 正 多 面体 和 科 克 希 契 晶体 反射 群 等 理论 中 ,都 
会 碰 到 。 

所 有 这 些 情形 的 一 个 共同 之 点 , 就 是 对 简单 性 或 没有 模 数 的 
要 求 。 简 单 性 的 意思 如 下 :每 个 分 类 都 是 一 个 把 对 象 组 成 的 某 个 空 
间 分 为 几 类 的 分 解 ; 如 果 一 个 对 象 附 近 的 所 有 对 象 仅仅 分 属于 有 
限 个 类 , 那 么 我 们 就 把 这 个 对 象 称 为 是 简单 的 。 

例 1。 我 们 称 两 个 由 平面 上 过 零点 的 直线 组 成 的 集合 为 等 价 
№, 如果 用 线性 变换 (z;8) — (ах  by,cx + dy) 可 以 将 其 中 一 个 
变 为 另 一 个 。 任 何 一 个 由 三 条 直线 组 成 的 集合 都 是 简单 的 〈 任 何 
一 个 由 三 条 不 同 直线 组 成 的 集合 都 等 价 于 由 zx= 0,y = 0 和 x +y=0 
组 成 的 集合 )。 任何 一 个 由 四 条 过 零点 的 直线 组 成 的 集合 都 不 是 

(D Thom,R., Catastrophe Theory; Its Present state and future pers- 


pectives,in, Dynamical Systems— Warwick 1974, Lect, Notes Math, 468, 
Springer—Verlag,Berlin—Heidelberg—New York 1975,P. 372. 


简单 的 (证 明 它 ! )。 

例 2. 我 们 将 把 ( 复 ) 光 滑 函 数 的 临界 点 加 以 分 类 。 如 果 两 个 
函数 用 变量 汐 ( 复 ) 光 滑 局 部 变换 ,就 可 以 互相 转变 ,那么 我 们 就 把 
它们 归 入 同一 类 。 简 单 奇 点 的 表 ( 比 方 说 对 于 三 个 变量 的 函数 ?由 
两 个 无 穷 序列 和 三 个 例外 的 奇 点 组 成 : 


Ар= х +y? 4I Vk1; 
‚= х? «yz +z kd, 
Ев =x? +y? +24, 

E, =x? +8 +928, 

Е, =x? ку +25, 

例 3. 一 个 第 集 Cquiver) 就 是 一 个 由 一 些 用 箭头 连接 起 来 了 
的 点 组 成 的 集合 Но ДЕЛЕ — 1 SL HO B 间 ( 点 、 
直线 ,平面 ……)， 并 且 对 于 每 个 箭头 都 有 一 个 相应 的 (从 对 应 于 该 
箭头 的 始 端的 空间 到 对 应 于 该 箭头 的 末端 的 空间 的 ) 线 性 映射 , 那 
么 就 说 给 出 了 箭 集 的 一 个 表示 。 两 个 表示 称 为 是 等 价 的 ， An YE 
那些 空间 的 适当 线性 变换 之 下 ,可 以 从 一 个 过 渡 到 另 一 个 。 

在 图 71 中 ,左边 的 箭 集 是 简单 的 ,右边 的 箭 集 是 非 简单 的 ( 参 
看 例 1 )。 


B 图 72 
如 所 证 明 的 ,连通 的 简单 的 科 集 正好 都 可 从 在 图 72 中 所 给 的 
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ddl НЕЕ 


Е АА 
外 图 组 成 的 

焦 散 面 和 波 阵 面 的 简单 奇 点 也 形成 两 个 无 穷 序 列 4 和 Di 以 及 
三 个 例外 奇 点 了 (这 两 个 序列 的 最 前 面 几 个 成 员 都 绘 在 图 30--41 
中 )。 

三 维 空间 中 正 多 面体 的 对 称 群 也 由 两 个 无 穷 序 列 和 三 个 例外 
群 组 成 。 这 三 个 例外 群 分 别 是 四 面体 的 对 称 群 (E。)、 八 面体 的 对 
称 群 (E,) 和 二 十 面体 的 对 称 群 (E。) ,这 两 个 序列 分 别 是 由 正 多 边 
形 的 群 和 正 着 色 多 边 形 (dihedra) 一 一 每 个 面 着 了 不 同 颜 色 的 双 
侧 多 边 形 一 一 的 群 组 成 的 。 

乍 看 起 来 ,函数 、 箭 集 、 焦 散 面 、 波 阵 面 和 正 多 面体 相互 之 间 没 
有 什么 联系 。 但 事实 上 ,这 些 相应 的 对 象 贴 相同 的 标签 ,并 不 只 是 偶 
然 的 巧合 : 例如 ,从 二 十 面体 人 们 可 以 构造 出 函数 x? +y* + zs 并 
且 从 它 人 们 还 可 构造 出 图 形 Es 以 及 名 称 相同 的 焦 散 面 和 波 阵 面 。 

对 应 于 相应 的 对 象 组 成 的 集合 中 的 一 个 元 素 的 容易 验证 的 一 
些 性 质 的 是 , 另 一 些 元 素 的 完全 不 必 是 明显 的 一 些 性 质 。 因 此 ,所 
有 A4、D、E 分 类 之 间 的 关系 可 以 用 来 同时 研究 所 有 简单 的 对 象 , 尽 
管 这 些 关 系 中 的 许多 的 根源 ,例如 函数 和 箭 集 之 间 的 联系 的 根源 ， 
仍然 是 万 事 万 物 神 秘 的 统一 性 的 一 个 尚未 得 到 解释 的 现象 。 


对 于 所 有 科 克 和希 契 反 射 群 , 包 括 象 刀 : 和 吾 4 那 样 的 非 晶体 群 ,目前 已 有 借 
助 于 奇 点 理论 的 解释 。 群 Be .Cr 和 F4 与 函数 的 边界 奇 点 有 关 ( 1978 年 )。 看 
来 ,突变 理论 专家 们 还 不 知道 ,边界 奇 点 与 所 谓 不 完全 分 歧 理论 的 最 简单 (而 
又 是 最 重要 的 ) 情 形 的 关系 。 不 完全 分 歧 理论 的 更 复杂 的 情形 与 完全 相交 的 
投影 的 苞 吕 诺 夫 理论 有 联系 。 戈 吕 诺 夫 理论 极 大 地 推广 了 边界 奇 点 的 理论 。 
例如 ,在 戈 吕 诺 夫 理论 中 ,例外 群 F4 生 成 一 个 整 族 的 奇 点 FuoK>>4 o 

И.Г АВТ Е. 焦 散 面 的 几何 解释 。 我 们 求 考虑 通常 三 维 欧 氏 
论 间 中 一 个 带 边 的 曲面 。 这 个 曲面 的 焦 散 面 由 三 个 曲面 组 成 :这 个 初始 曲面 


$5 


的 焦 集 (focal set)( 由 这 个 曲面 的 曲率 中 心 形成 ), 边 界 曲线 的 焦 集 ( 它 是 这 个 
曲面 的 法 平面 的 包 络 ) 和 由 这 个 初始 曲面 在 边界 点 上 的 法 线形 成 的 曲面 。 对 
于 一 般 状况 的 带 边 曲面 来 说 , 在 其 边界 上 将 有 一 些 点 ,在 这 些 点 上 这 个 曲面 
的 主 曲率 方向 与 其 边界 相 切 。 存 沿 此 曲面 在 这 样 的 点 上 的 法 线 的 焦点 (focal 
point) Е, 焦 散 面 将 局 部 微分 同 且 于 F。 焦 散 面 。 

二 十 面体 的 对 称 群 及, 与 平面 曲线 的 浙 伸 线 在 这 条 曲线 的 拐点 的 变态 有 
关 。 在 相应 的 平面 障碍 问题 中 ,如 利雅 施 科 如 O. 荆 . 什 尔 巴克 所 证 明 的 那样， 
时 间 子 数 的 图 象 微分 同 胚 于 由 奇异 的 及; 轨道 组 成 的 簇 ( 并 且 也 微分 同 胚 于 曲 
BR xst yst =t 的 所 有 切线 的 并 )。 在 三 维 空间 的 障碍 问题 中 ， 同 一 个 
铸 描 述 的 是 在 一 些 障 碍 点 上 的 波 阵 面 的 奇 点 。 ў 

H 是 四 维 欧 氏 空间 中 有 六 百 个 面 的 正 多 面体 的 对 称 群 。 为 了 构造 这 个 
多 面体 ,人 们 从 二 十 面体 的 旋转 群 开始 。 在 SO( 3 ) 的 由 SO 2 ) 形 成 的 双 叶枝 
盖 之 下 , SO( 3 ) 这 个 旋转 群 中 阶 为 60 的 一 个 子 群 ,被 阶 为 120 的 “二 元 的 二 
十 面体 群 "覆盖 。SU( 2 ) 自 然 地 与 三 维 球面 $3 等 距 同 构 ,并 且 这 个 二 元 群 的 

”120 个 元 素 就 都 是 那个 所 需 构造 的 极 4 中 的 凸 多 面体 的 顶点 。 

现在 ,我 们 来 考虑 三 维 空间 中 的 障碍 问题 。 那 个 (多 值 ) 时 间 函 教 的 图 象 
是 四 维 时 空中 的 一 个 超 曲面 。 对 于 一 般 状况 的 障碍 问题 ,这 个 超 曲面 在 某 个 
点 , 局 部 微分 同 胚 于 由 奇异 的 H, 轨道 组 成 的 徐 (0. 荆 . 什 尔 巴 克 ), 即 在 位 于 
障碍 曲面 的 测 地 线 的 一 条 切线 的 某 个 点 上 , 与 障碍 曲面 在 抛物 点 上 渐 近 相 
切 。 
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附录 一 ”突变 理论 之 争 
ню. ORO 


1977 Æ 12 月 20 日 , 在 加 利 福 尼 亚 州 伯克利 市 ， 克 里 斯 托 弗 。 
齐 曼 作 了 1977 年 度 希 契 科 克 讲 演 。 齐 曼 是 过 去 四 十 多 年 中 第 四 位 
获得 该 项 荣誉 的 数学 家 。 前 三 位 是 Н. ЖЕ BEER. F 
曼 讲演 的 题目 是 突变 理论 。 


数学 很 少 能 引起 公众 的 注意 ,即使 在 科学 界 内 亦 是 如 此 。 但 是 由 于 有 充 
分 的 理由 , 齐 曼 做 到 了 。 预 告 英国 选举 ,治疗 精神 紊乱 对付 囚 徒 暴 动 以 及 分 
析 心 脏 晃 动 等 ， 只 是 齐 曼 应 用 基本 突变 理论 所 研究 过 的 许多 学 科 之 中 的 几 
个 。 数 学 家 们 政 在 距 他 们 学 科 严 格 限制 的 范围 如 此 远 、 如 此 广阔 的 领域 内 探 
险 ,是 极为 罕见 的 。 由 于 这 样 做 , 齐 曼 引 起 了 与 论 的 极 大 关注 ,但 他 的 工作 在 
数学 界 内 却 遵 到 了 严厉 的 批评 。 突 变 理论 引起 争议 的 规模 , 同 齐 曼 所 吸引 的 
注意 力 一 样 , 在 数学 中 也 是 不 常见 的 。 特 别 ， 赫 克 托 。 Веня 
勒 撰文 向 突变 理论 展开 了 猛烈 的 反击 矛头 主 要 指向 齐 曼 的 工作 , 并 且 苏 思 
ЭН ПЕКИН, 无论 是 在 纯 数学 界 还 是 在 应 用 数学 界 ,都 引起 了 反 
有 网。 有 什么 可 大 惊 小 怪 的 ,值得 “科学 > 杂志 在 其 研究 简讯 栏目 里 宣称 “皇帝 
的 新 衣 " 呢 ?在 这 里 ,我 们 对 此 作 了 回答 。 
， ”突变 理论 始 于 勒 内 。 汤 姆 ,六 十 年 代 中 期 ,他 写 了 一 本 题 为 结构 稳定 与 
形态 发 生 > 的 书 。 该 书 在 出 版 上 延误 了 , 迟 至 1972 年 才 得 以 印行 。 但 是 数学 
家 们 对 此 仍然 有 着 浓厚 的 兴趣 。 汤 姆 文体 具有 一 种 引信 兴趣 的 神秘 ,或 令 人 
著 恼 的 含糊 ,这 取决 于 读者 的 看 法 。 这 就 更 增加 了 这 本 五 年 多 来 一 直 在 排 印 
中 的 书 的 神秘 色彩 。 当 这 本 书 还 在 印刷 中 时 ,汤姆 和 齐 曼 就 就 此 理论 四 处 讲 
演 。 齐 受 在 他 的 讲演 中 用 来 阐述 突变 理论 的 例子 尤其 丰富 多 采 ， 而 且 , 控制 
空间 和 状态 空间 这 两 个 术语 的 引入 ,也 格外 令 人 瞩目 。 


Ф Ю.Н Сора Guckenheimer) 现 为 美国 康 奈 尔 大 学 教授 。 一 一 中 
жж 
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在 过 去 的 十 多 年 里 , 对 突变 理论 的 看 法 远 然 不 同 (或 许 是 沿 着 尖 点 @ 分 
支 的 吧 )。 关 于 突变 理论 的 内 容 , 就 至 少 有 三 种 不 同 的 观点 ,更 不 用 说 它 的 应 
用 了 。 为 了 理解 突变 理论 ,必须 对 这 些 观 点 分 而 论 之 ;为 了 讨论 起 来 方便 ,我 
们 将 这 些 观 点 分 别 冠 以 数学 家 阿 诺 尔 德 .汤姆 和 齐 曼 ( 按 字母 顺序 排列) 的 
大 名 。 

RE, 阿 诺 尔 德 将 姜 于 与 突变 理论 为 伍 。 然 而 , 他 曾 在 给 出 光滑 实 值 函 
数 奇 点 的 分 类 的 最 前 沿 工作 过 。 这 是 一 种 处 在 突变 理论 核心 地 带 的 数学 ,万 
其 从 齐 曼 观 点 来 看 是 如 此 。 阿 诺尔 德 在 1974 年 的 国际 数学 家 大 会 上 的 报告 
[在 其 缺席 的 情况 下 , 由 柏 锐 斯 科 思 代为 宣读 ], 对 奇 点 理论 优美 深刻 之 处 作 
了 极 好 的 解说 。 认 为 突变 理论 只 是 光滑 映射 的 奇 点 理论 的 观点 ,是 一 种 保守 
的 观点 。 在 数学 界 内 ,关于 奇 点 理论 的 正确 性 是 绝 无 争 议 的 。 奇 点 理论 对 应 
用 数学 中 特殊 现象 诸如 波 传播 问题 中 焦 散 面 等 的 研究 的 应 用 ， 也 无 争论 可 
言 。 因 为 奇 点 理论 是 数学 整体 中 的 一 个 完整 部 分 ,从 而 有 着 可 靠 的 “应 用 ”。 

突变 一 一 奇 点 理论 在 弹性 稳定 性 问题 中 的 应 用 ,是 该 理论 迄今 最 为 成 功 
的 一 例 。 英 国 工程 师 汤普森 和 剖 特 将 突变 理论 作为 他 们 研究 弹性 物体 的 “不 
足 感应 性 (imperfection sensitivity)” 的 有 效 辅助 工具 。 在 下 例 中 ,我 们 将 
解释 这 些 应 用 。 考 虑 一 悬挂 重 物 的 对 称 弧 。 当 悬挂 点 是 弧 的 中 心 时 ,悬挂 的 
重 物 的 重量 就 可 取 最 大 值 。 悬 挂 点 可 支承 的 最 大 负荷 依赖 于 不 足 感 应 性 。 . 

突变 理论 以 下 述 方式 在 不 足 感应 性 的 分 析 中 起 到 了 作 用。 假设 对 一 个 
弹性 物体 的 可 能 状态 组 成 的 空间 相应 地 有 一 势能 函数 ,并 且 这 个 势能 函数 了 到 C 
局 部 极 小 值 的 点 描述 了 稳定 平衡 状态 。 这 样 就 产生 了 突变 理论 能 处 理 得 很 
好 的 数学 背景 :一 个 依赖 于 参数 的 函数 取 局 部 极 小 值 的 点 的 变化 情况 。 对 此 
描述 , 还 有 两 条 告 诚 值得 一 提 。 首 先 ,突变 理论 对 弹性 物体 的 动态 现象 无 能 
为 力 。 其 次 ,需要 保留 在 模型 中 的 各 种 参数 可 能 有 差别 ,在 对 称 弧 的 例子 中 ， 
不 要 由 于 在 表示 负荷 的 重量 和 悬挂 点 的 参数 空间 中 人 允许 任意 的 坐标 变换 而 
在 数学 上 混 消 这 两 个 量 。 用 限制 可 允许 的 坐标 变换 的 方法 ,来 保持 这 种 差别 ， 
会 使 将 会 发 生 哪 些 “ 突 变 ” 的 分 析 变 得 复杂 起 来 。 为 了 处 理 这些 应 用 中 出 现 — 
的 更 加 错综复杂 的 情形 , 双 露 彼 蒋 基 和 雪 痪 在 他 们 即将 出 版 的 专著 @ 中 推广 


Ф RA, 原文 cusp, 是 基本 突变 的 一 种 ,原作 者 在 这 里 将 其 用 作 一 个 比喻 。 一 一 
中 译 者 

Q 此 书 分 为 两 卷 , 书 名 为 *Singularities and Groups in Bifurcation Theo 
ry"。 第 一 卷 已 由 施 普 林 格 出 版 公司 于 1985 年 出 版 。 一 一 中 译 者 
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了 基本 突变 的 数学 理论 。 

对 于 汤姆 来 说 , 突变 理论 是 一 种 生活 方式 ,是 数学 哲学 ,而 且 随 着 时 光 的 
流逝 ,汤姆 更 加 后 学 化 了 。 他 曾 反复 重申 ,突变 理论 不 是 科学 ,从 而 也 就 不 可 
нанын бааа 这 种 观点 使 得 想 用 数学 家 们 所 熟悉 

语言 , 来 评价 汤姆 的 思想 之 举 , 变 得 困难 了 。 汤 姆 意义 下 的 广义 突变 理论 
BATA, 不 是 错 不 错 的 问题 ,而 是 有 用 还 是 没 用 的 问题 。 

汤姆 认为 ， 奇 点 理论 和 基本 突变 只 是 突变 理论 的 一 小 部 分 。 在 他 看 来 ， 
突变 理论 包括 所 有 描述 在 光滑 依赖 于 参数 的 对 象 族 中 , 突 发 的 变化 是 怎样 发 
生 的 数学 理论 。 例 如 , 向 量 场 的 分 歧 理 论 就 包括 在 内 。 不 幸 得 很 , 只 有 光滑 
映射 的 奇 点 理论 达到 了 汤姆 预言 的 用 途 所 需 的 数学 完备 性 。 由 于 惠 特 尼 , 马 
瑟 , 马 格 朗 吉 . 阿 诺 尔 德 以 及 汤姆 等 人 的 工作 ,使 得 奇 点 理论 成 熟 了 。 六 十 年 
民 后 期 以 来 ,突变 理论 本 身 已 成 为 这 个 领域 内 很 有 启发 意义 的 工作 。 没 有 人 
对 汤姆 在 奇 点 理论 的 工作 中 所 起 的 作用 表示 怀疑 ,但 把 突变 理论 看 成 哲学 则 
是 另 一 码 事 。 因 为 这 种 看 法 在 很 大 程度 上 具有 推测 的 性 质 ,所 以 就 很 难 用 一 
种 使 人 心悦诚服 的 方式 进行 辩论 。 关 于 突变 理论 的 大 多 数 争论 都 是 围绕 齐 
曼 的 工作 进行 的 。 有 鉴于 此 ， 
本 文 的 余下 部 分 将 集中 到 对 
齐 曼 的 工作 的 批评 上 来 。 

С 齐 曼 眼 里 的 突变 理论 比 
马 姆 眼 里 的 突变 理论 要 具体 
得 多 。 讨 论 的 重点 放 在 作 为 
不 连续 现象 的 模型 的 “基本 突 
变 " 上 。 每 个 基本 突变 由 一 函 
数 的 一 个 退化 程度 较 轻 的 奇 
点 、 该 函数 的 一 个 展开 (un- 

folding) 以 及 通常 是 表示 这 个 
展开 的 函数 族 的 临界 点 的 轨 
迹 组 成 。 在 大 多 数 应 用 中 ， 奇 图 73 

AKRA JHOR SU, VX) = x*/A + uxt/2 vx, 并 且 临 界 点 的 轨 zx 
由 方程 X ux ev= 0 的 解答 出 。 上 图 是 一 个 典型 的 图 形 。 


Ф Thom, R: Stractural, Stability, Catastrophe Theory, and 509 
Mathematics. SIAM Review 19,189—201(1977) 
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基本 突变 被 齐 曼 用 作 股票 市 场 上 的 暴跌 或 囚徒 的 骚乱 等 这 样 一 些 不 过 
续 现象 的 模型 。 展 开 族 的 参数 称 为 控制 变量 ,而 展开 族 中 单个 函数 的 变量 则 
称 为 状态 变量 。 显 而 易 见 ， 控 制 变量 或 者 是 那些 由 实验 控制 的 量 , 或 者 是 那 
些 比 状态 变量 所 表示 的 量变 化 要 慢 的 量 。 临 界 点 的 轨迹 就 是 平衡 点 的 集合 
[或 者 是 在 其 上 存在 一 个 具有 二 个 时 标 〈time-scale) 的 向 量 场 的 慢 速 流 形 ， 
就 如 同 在 心跳 模型 中 那样 2。 如 果 控制 变量 的 变化 迫使 一 点 越过 由 临界 点 
的 轨迹 组 成 的 曲面 上 的 折 选 ,那么 该 点 将 落 到 这 个 曲面 的 另 一 叶 上 而 控制 变 
量 仍 保持 不 变 。 很 明显 地 将 基本 突变 中 的 变量 与 应 用 中 的 量 等 同 起 来 ,就 得 
到 了 一 个 为 不 连续 现象 适用 的 ?模型 。 这 些 模 型 中 的 一 些 仅 此 而 已 ,而 有 一 
些 却 增添 了 附加 的 结构 。 齐 曼 的 社会 科学 模型 和 神经 脉冲 传播 的 模型 提供 
了 这 两 类 模型 的 解释 。 

这 些 模型 是 齐 曼 从 汤姆 那里 得 来 的 ， 应 用 它们 的 根据 是 :基本 突变 提供 
的 是 对 “一 般 状 况 的 ” 不 连续 现象 具有 普 适 性 的 模型 。 若 固定 控制 参数 的 个 
数 为 一 小 数目 , 则 可 能 的 模型 的 个 数 也 为 一 小 数目 。 这 是 很 吸引 人 的 , 并 且 
给 应 用 “深刻 而 又 强 有 力 ” 的 展开 定理 , 来 毫 不 费力 地 给 出 模型 , 而 又 无 需 对 
所 考察 的 现象 了 解 甚 多 , 创造 了 机 会 。 这 听 起 来 好 得 有 点 令 人 难以 置信 , 从 
而 促使 入 们 以 怀疑 的 口吻 问 道 :这 是 否 有 效 呢 ? 

УВЕЛИ, 给 突变 理论 画 上 了 巨大 的 问号 。 他 批评 齐 曼 , 说 
其 工作 不 过 是 错误 的 骗 人 把 戏 而 已 。 他 和 查 勒 撰文 对 齐 曼 的 一 些 文章 进行 
了 分 析 , 指 出 他 们 断言 的 许多 事情 ,或 者 是 那些 模型 的 错误 的 预言 ,或 者 是 那 
些 模型 中 错误 的 推理 , 或 者 只 是 分 散 读 者 注意 力 的 花招 轻 了 。 然 而 , 他 们 的 
态度 很 难说 是 不 偏 不 倚 的 ,再 则 他 们 的 批评 也 并 没有 被 普遍 接受 。 当 人 们 接 
弃 花 言 巧 语 求 细 察 其 攻击 的 实质 时 ,就 会 问 :批评 本 身 是 否 也 经 得 起 他 们 对 
齐 曼 的 工作 所 做 的 那 种 考查 呢 ? 在 更 详尽 地 处 理 所 有 批评 之 前 ,我 们 先 考虑 
- -个 齐 曼 模型 以 及 苏 思 曼 和 查 惑 对 其 所 作 的 批评 。 

图 тз 取 自 狗 的 攻击 行为 的 模型 。 折 选 的 曲面 表示 狗 的 各 种 行为 状态 ， 
snc. АЖ. dre dE ROS USE GR, 而 状态 变量 为 狗 的 行为 
中 攻击 的 程度 。 控 制 空 间 中 的 每 一 条 道路 导致 的 行为 ,就 是 把 此 道路 提升 到 
曲面 的 上 部 所 玖 宫 的 行为 。 当 一 道路 在 曲面 的 上 部 与 折 迭 相遇 时 , 移 的 行为 
将 发 生 突变 而 跳 到 曲面 的 下 部 上 来 。 从 评 避 到 攻击 这 种 突 发 的 变化 是 最 窜 
戏剧 性 的 变化 。 齐 曼 断 言 :这 个 模型 将 使 人 们 得 以 洞悉 动物 的 攻击 的 双 模 春 
行为 。 尖 点 被 强制 地 用 来 作为 将 单 模 态 行为 和 双 模 态 行为 结合 起 来 的 最 简 
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单 的 双 参 数 模型 。 

苏 思 曼 和 查 勒 用 多 种 方式 对 这 类 模型 展开 了 批评 。 他 们 断言 : 赔 (thre- 
shoJd) 给 出 了 双 模 态 行为 较 之 尖 点 模型 更 简单 的 模型 ;使 用 展开 定理 的 全 部 
威力 来 导出 齐 曼 的 结论 ,是 多 余 之 劳 ; 齐 曼 需 要 强 得 多 而 不 那么 可 些 的 假设 ， 


来 证 明 引 入 尖 点 模型 是 有 道理 的 :这 些 模型 之 所 以 不 正确 ， 是 因为 在 控制 空 


间 中 存在 着 许多 既 可 导致 现实 的 行为 又 可 导致 非 现 实 的 行为 的 道路 ! 齐 曼 的 
语言 含糊 不 清 ,很 难 确定 他 确 指 的 是 什么 。 让 我 们 更 详细 地 逐条 来 考虑 这 些 
批评 吧 ! 
首先 是 文体 的 问题 。 齐 曼 的 文章 是 以 数学 家 和 非 数学 家 的 混合 体 为 读 
者 的 。 为 了 引起 一 般 读 者 的 兴趣 , 他 尽量 避免 使 用 数学 术语 , 并 且 在 模型 的 
数学 推导 过 程 中 还 避免 给 出 元 长 的 证 明 。 这 种 做 法 对 增强 文章 的 可 读 性 是 
有 益 的 ,但 却 促使 人 们 批评 齐 概 说， 从 数学 的 观点 来 看 , 齐 曼 是 粗心 大 意 的 
一 一 假设 有 时 省 略 了 ， 而 且 证 明 有 时 也 不 完备 。 如 果 对 大 多 数 数学 家 来 说 ， 
省 略 的 部 分 是 显而易见 的 ， 那 么 这 就 不 会 是 一 个 严重 的 问题 。 另 一 方面 ,如 
果 齐 曼 的 解说 含糊 不 清 ,从 而 对 其 所 说 的 必须 加 上 大 量 的 解释 , 那么 就 有 更 
多 的 引起 关注 的 因素 。 争 议 之 一 的 要 点 是 人 们 对 齐 曼 文体 上 的 省 略 所 予以 
的 评价 。 
文体 的 问题 还 以 另 一 稍 许 不 同 的 方式 出 现 。 在 与 广大 的 读者 交流 最 新 
成 就 方面 , 数学 界 历来 缺乏 行 之 有 效 的 方法 , 而 文体 上 的 严谨 性 又 维护 了 这 
种 隔 闵 。 章 曼 的 著作 流畅 且 趣 味 嚼 然 , 但 却 存在 着 明显 的 错误 ， 而 且 苏 思 型 
认为 齐 曼 无 法 避 开 它 。 利 用 不 具 精 确 人 性 的 东西 来 茹 骗 读 者 ,是 危险 的 。 作 为 
”个 向 非 数 学 家 讲话 的 数学 家 ,有 以 权威 的 身份 说 话 的 机 会 ,而 这 是 一 个 很 
易 被 小 用 的 机 会 。 争论 之 第 二 个 要 点 是 : 齐 曼 是 否 流 用 了 这 样 的 机 会 ? ， 
你 期 望 从 专业 哲学 家 那里 得 到 清晰 的 东西 ， 这 使 我 感到 非常 诺 异 。 
“在 非 数学 家 的 哲学 家 的 头脑 里 ,模糊 不 清 的 概念 和 定义 比 其 他 任何 地 方 
‚ 都 要 多 得 多 。 看 一 看 今天 的 哲学 家 谢 林 . 黑 格 尔 和 爱 森 柏 克 之 流 吧 } 他 
们 的 定义 难道 不 使 你 毛发 倒 坚 吗 ? 或 者 , 你 读 一 读 古 典 哲 学 , 柏拉图 之 
类 的 “泰斗 " 们 (我 认为 亚 里 士 多 德 是 例外 ) 给 出 的 定义 不 也 一 样 吗 ? 就 
是 康德 也 常常 不 能 做 得 更 好 一 些 :他 对 于 分 析 命题 和 综合 命题 所 作 的 区 
别 ,我 相信 ,不 是 无 驶 的 就 是 错误 的 。 
一 一 摘自 高 斯 1844 年 11 月 1 日 给 天 文学 家 舒 迈 杰 的 信 。 
有 一 个 齐 曼 反复 重申 并 且 与 这 些 争论 的 要 点 有 关 的 具体 说 明 。 在 齐 受 的 
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每 一 篇 文章 中 , 当 引用 汤姆 的 “深刻 而 又 强 有 力 ? 的 展开 定理 ， 来 证 明 引 入 基 
本 突变 之 一 作为 模型 是 有 道理 时 ， 它 就 会 出 现 一 次 。 即 便 有 此 说 明 , 齐 曼 也 
并 非 就 总 是 清楚 地 表述 了 他 所 做 的 允许 使 用 展开 定理 的 假设 省 略 的 假设 同 
陈述 出 来 的 假设 一 样 是 “ 似 真 的 " 吗 ? 为 了 得 到 模型 的 那些 他 要 用 的 性 质 , 需 
要 利用 这 个 “深刻 而 又 强 有 力 ” 的 结论 也 未 必 总 是 可 和信。 是 否 齐 曼 欺骗 读者 ， 
说 在 他 的 分 析 中 存在 着 特别 精细 的 东西 ,允许 他 从 关于 一 个 现象 正 为 似 真 的 
假设 晃 到 他 的 特殊 模型 上 来 ? 若 如 此 ,这 是 否 齐 曼 有 意 要 的 花招 或 者 他 也 骗 
了 自己 ? 

这 些 都 是 突变 理论 之 争 的 核心 问题 。 突 变 理论 的 魅力 之 一 ,就 是 利用 深 
奥 的 数学 来 协助 引入 特殊 的 模型 。 如 果 齐 曼 是 从 神秘 而 非 数 学 的 角度 ,来 合 
尖 点 和 蝴蝶 作为 股票 市 场 上 的 暴跌 和 精神 紊乱 的 模型 ,那么 对 这 些 模 型 的 反 
应 就 可 能 不 同 了 。 他 断言 ,由 汤姆 定理 可 知 ,这 些 模型 并 非特 定 的 。 这 对 吗 ? 
应 用 汤姆 定理 ， 需 要 建立 一 个 背景 。 在 此 背景 之 下 ,可 能 的 模型 都 由 某 空间 
上 的 光滑 函数 的 一 开 集 描述 , 并 且 这 些 函 数 的 有 关 特 征 是 : CRANAR 
论 意 义 之 下 的 稳定 性 。 但 是 ,关于 突变 理论 * 应 用 "的 文章 却 很 少 考虑 这 些 更 
点 的 第 一 条 。 呈 至少 在 一 种 情况 ( 柱 芬 方程 @ 的 分 歧 ) 之 下 ,对 此 事 的 琉 忽 从 一 
开始 就 孕育 了 错误 的 答案 。 

争论 之 另 一 要 点 涉及 对 突变 理论 所 作 的 断言 一 一 它 乃 是 科学 的 最 重要 
的 革命 。 有 时 齐 曼 参 考 了 非常 古老 的 工作 ,但 却 只 字 不 提 那 些 提出 了 类 似 思 
想 的 文献 ,一 个 恰当 的 例子 是 ,不 用 参考 van der Pol 方程 和 应 用 数学 中 流行 
的 术语 “松弛 振动 (relaxation oscillation)” 或 “ 双 时 (two timing)”, 就 在 他 
关于 心跳 的 论文 中 引入 了 “快速 " 流 形 和 “ 慢 速 ” 流 形 这 样 的 两 个 术语 ,这 类 忽 
路 使 八 觉得 ,突变 理论 不 是 一 种 把 想法 变 成 几何 语言 的 工具 ， 而 是 提出 了 新 
的 见解 。 撤 开 参 考 文献 这 一 点 ,抹杀 了 那些 任 其 他 场合 提出 了 这 些 思想 的 人 
的 工作 。 从 而 , 在 那些 笃信 其 言 而 自己 又 不 去 开辟 应 用 领域 的 人 中 间 , 树立 
超 了 入 曙 的 形象 和 权威 。 缺乏 对 有 关 工作 的 了 解 不 能 成 为 这 些 省 略 的 借口 ， 
除非 那些 工作 是 蜂 涩 的 或 者 是 无 法 得 到 的 。 这 恰恰 是 产生 敌意 的 原因 。 

阁 今 为 止 ， 我 们 讨论 了 文体 的 问题 。 除 此 之 外 ,人 们 还 可 问 突变 模型 是 
否 蜡 正确 又 有 用 这 样 的 问题 。 苏 思 曼 指责 齐 受 的 许多 模型 之 所 以 是 错误 的 ， 
就 在 于 它们 所 作出 的 预言 是 错误 的 。 但 是 ,允许 人 们 对 此 问题 作出 判断 的 实 
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验 数 据 却 不 易 得 到 。 不 管 是 苏 思 蛇 还 是 齐 受 , 他 们 都 没有 深入 到 那些 他 们 作 
了 断言 的 学 科 中 去 。 在 关于 导致 一 国 向 另 一 国 宣 战 的 一 般 条件 的 问题 的 论 
述 上 ,人 们 会 相信 谁 呢 ? 各 种 各 样 争议 之 处 的 事实 不 易 确定 。 齐 曼 对 他 带 以 
在 其 上 建立 模型 的 “事实 ”的 普通 接受 程度 并 未 作 交 待 。 他 对 其 所 用 非 数学 
的 东西 ,采取 的 是 权威 的 态度 ,而 不 去 揭示 与 他 的 分 析 可 能 有 关 的 实验 结果 。 

这 里 更 深刻 的 问题 是 关于 所 有 数学 模型 的 目的 的 问题 。 在 我 最 熟悉 的 
科学 领域 (理论 生态 学 ) 中 , 我 可 以 满 有 把 握 地 断言 : 从 大 多 数 数学 模型 不 能 
在 实验 误差 所 允许 的 范围 内 再 现 所 考察 的 现象 这 一 角度 看 来 ,它们 都 是 “ 错 
‚ 的 "。 这 是 否 意味 着 应 该 迫 弃 所 有 这 些 模型 呢 ? 一 个 模型 应 该 达到 什么 样 的 
妹 准 ,才能 被 认为 是 好 的 模型 呢 ? 同 完全 精确 一 样 ,这 是 一 个 效益 的 问题 。 即 
使 一 个 模型 不 是 完美 无 缺 的 , 它 对 组 织 我 们 的 思想 和 挖掘 我 们 的 假设 的 内 洒 
也 可 有 所 帮助 。 如 此 说 来 , 一 个 模型 就 是 一 个 概念 上 的 向 导 , 就 应 该 对 其 所 
依赖 的 实验 背景 反应 敏感 。 那 么 , 在 这 一 点 上 , 突变 理论 又 做 得 怎样 呢 ? 

我 首次 遇 到 齐 曼 的 许多 模型 ,是 在 齐 曼 解说 汤姆 理论 的 讲演 里 。 在 这 些 
讲演 里 , 齐 曼 对 这 些 模型 作 了 生动 的 解释 。 把 一 个 展开 的 临界 点 的 轨迹 , АА 
上 表示 鱼 的 地 域 性 或 狗 的 行为 或 英国 选民 的 心情 的 变量 的 标签 ,只 是 生动 地 
解释 突变 理论 的 丰富 多 采 的 手段 。 是 否 应 该 认真 对 待 这 些 模型 则 是 完全 不 
局 的 另 一 回 事 。 我 认为 , 用 尖 点 曲面 去 套 不 连续 性 的 现象 , 不 是 一 个 概念 上 
的 重大 突破 。 真 正 的 问题 是 此 后 做 什么 。 如 果 没 有 从 此 模型 导出 的 似乎 经 受 
住 了 仔细 考查 而 又 不 易 从 其 他 模型 导出 的 特殊 结论 , 那么 我 看 , 除了 使 读者 
不 睡觉 以 外 ,它们 是 没有 什么 用 处 的 。 章 曼 在 他 的 许多 论文 中 确实 做 了 不 少 
工作 ;但 做 得 怎样 又 成 了 引起 争论 的 话题 。 

对 突变 理论 所 作 的 总 体 断言 超出 了 齐 曼 个 人 模型 的 实际 效益 和 正确 性 。 
这 些 断 言 中 的 某 些 对 有 关 领 域 前 人 的 工作 有 轻 侮 之 意 。 突 变 理论 作为 一 场 可 
与 牛顿 发 明 微 积分 相 比拟 的 科学 革命 , 受到 了 许多 公众 的 注意 , 因此 也 给 汤 
姆 和 齐 曼 带 来 了 很 高 的 声誉 。 注 意 本 身 就 激发 了 争论 。 在 广阔 的 范围 内 都 给 
了 数学 以 有 限 的 注意 ， 突 变 理论 是 否 值得 人 们 给 以 如 此 大 的 注意 呢 ? 此 外 ， 
有 这 样 一 种 感觉 : 如 果 突 变 理论 够 不 上 人 们 对 其 所 作 的 断言 , 那么 所 有 应 用 
数学 的 重要 性 就 都 值得 怀疑 了 。 

这 些 就 是 我 所 见 到 的 争议 的 主要 类 型 。 我 并 没有 讨论 争论 之 要 点 的 实 
质 含义 ,而 且 我 还 力图 避免 站 在 他 们 任何 一 方 的 立场 上 。 最 后 ,我 来 谈 一 谈 我 
自己 的 看 法 。 我 个 人 对 突变 理论 之 争 的 感觉 是 ,讨论 大 多 没有 抓 住 要 害 。 即 
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使 修改 齐 曼 模 型 ,以 克服 苏 思 曼 对 文体 所 作 的 批评 中 指出 的 不 足 之 处 ， 我 也 
认为 这 些 模型 本 质 上 并 无 区 别 。 假 设 可 增强 或 阐述 得 更 清楚 : 列 出 有 关 工作 
的 参考 文献 ,可 使 读者 对 所 研究 的 现象 有 更 好 的 看 法 ; 还 可 详细 述说 数学 在 
这 些 模型 中 的 作用 。 尽 管 这 样 做 可 能 会 使 得 这 些 文章 有 点 难 读 ,也 可 能 会 使 
汤姆 展开 定理 所 作 的 贡献 比 它 实 际 所 奉献 的 要 来 得 小 ,但 我 觉得 这 并 不 会 损 
害 齐 曼 工作 的 实质 。 然 而 , 我 仍 觉 得 评价 齐 受 工作 , 是 不 舒服 的 。 用 基本 突 
变 理论 来 模拟 不 连续 现象 , 给 人 们 带 来 了 新 的 见解 , 但 并 不 像 某 些 夸大 其 词 
的 断言 所 暗示 的 那样 ,是 放 之 四 海 而 皆 准 的 真理 。 

我 觉得 齐 曼 错 得 最 严重 之 处 ,在 于 认定 基本 突变 理论 是 所 考察 现象 的 合 
送 的 基础 。 这 不 是 苏 思 曼 详细 阐述 了 的 阔 与 突变 相 比较 的 问题 ,而 是 基本 突 
变 是 否 提供 了 “稳定 性 假设 "的 正确 解释 的 问题 。 稳 定性 假设 可 以 释义 为 :一 
个 结构 不 稳定 的 模型 是 非 现实 的 , 因为 实验 误差 或 者 随机 波动 都 会 改变 它 的 
定性 的 行为 。 洛 伦 兹 方程 漂亮 地 解释 了 此 假设 本 身 的 局 限 性 。 洛 伦 冀 方程 
是 1R3 中 微分 方程 的 一 个 系统 , 它 的 流 (flow) 严 重地 结构 非 稳 定 。 这 涉及 两 
个 互 不 相关 的 问题 :(1》 集中 注意 力 于 现象 的 那些 实验 上 可 再 现 从 而 可 模拟 
的 方面 !(2) 为 研究 所 考察 现象 的 一 般 状 况 性 , 提供 合适 的 数学 背景 。 在 汤姆 
的 书 中 , 当 他 致力 于 力主 从 “动态 (metabolic)” 模型 转变 到 “静态 (static)" 模 
型 时 , 提供 一 个 引入 奇 点 理论 的 适当 理由 的 困难 就 已 出 现 。 在 应 用 中 , Et 
芬 方程 的 分 歧 上 所 犯 的 愚 赛 的 错误 ,就 明显 地 说 明了 要 找到 适当 的 背景 ， 是 
困难 的 。 一 个 有 着 丰富 物理 文献 的 更 为 精细 的 例子 是 相位 移 的 理论 。 在 那 
里 , 突变 理论 的 模型 称 为 朗 道 模型 。 自 瓦尔 斯 发 明 该 模型 到 现在 . 已 有 一 个 
纪 世 之 久 了 。 它 给 出 了 错误 的 答案 也 是 局 知 的 。 有 一 些 物理 理论 做 得 更 好 一 
些 , 但 却 要 复杂 得 多 。 即 便 是 在 上 面 讨论 过 的 弹性 结构 的 稳定 性 的 十 拿 九 稳 
的 应 用 中 ,对 这 些 事情 亲 慎 小心 也 还 是 必要 的 。 

突变 理论 可 能 使 人 误 以 为 ， 一 件 刚 开始 做 的 工作 就 已 完成 了 。 这 种 欺骗 
性 是 基本 突变 理论 的 应 用 中 必 将 面临 的 最 严重 的 问题 。 对 描述 不 连续 性 的 数 
据 套用 尖 点 模型 这 种 方法 自身 ,并 不 比 在 两 个 量 之 间 * 建 立 " 一 个 线性 关系 的 
最 小 二 乘法 ,能 提供 更 多 的 信息 。 


94 


附录 二 ”射线 系 的 奇 点 ” 
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射线 系 的 最 简单 例子 就 是 欧 氏 空间 中 给 定 曲面 的 所 有 法 线 组 成 的 系 。 哈 
密 顿 在 1824 年 把 射线 系 的 理论 转化 为 了 辛 几 
何 的 一 部 分 ; 自 1965 年 马 斯 洛 夫 的 学 位 论文 之 
后 ,射线 系 就 都 称 为 拉客 朗 日 子 流 形 了 。 

一 个 曲面 的 所 有 法 线 是 该 曲面 的 某 个 
邻 域 的 叶 状 结构 但 在 那个 邻 城 之 外 , 各 条 
法 线 开 始 相互 相交 (图 74)。 由 此 而 产生 的 复 
杂 且 又 优美 的 几何 , 直到 1972 年 发 现 了 射 
线 系 的 奇 点 和 欧 氏 反射 群 之 间 的 关 系 ， 才 
得 以 知晓 。 в“ 

这 个 关系 , 并 无 什么 先 验 理 由 , 结果 却 成 了 奇 点 分 析 的 一 个 强 有 力 的 方 
法 。 到 1978 年 为 止 ,已 经 知道 欧 氏 反 
射 群 也 支配 着 惠 更 斯 渐 伸 线 的 奇 点 。 

BEME 1654 年 发 现 ,平面 曲线 
的 汤 伸 线 在 与 该 平面 曲线 相 接触 的 每 
一 点 上 都 有 一 尖 点 型 奇 点 (图 75)。 平 
面 曲线 的 渐 伸 线 以 及 它们 的 高 维 推广 
都 是 带 边 流 形 上 的 波 阵 面 。 不 仅 射线 
系 的 奇 点 ,而 且 波 阵 面 的 奇 点 ,也 都 由 
反射 群 来 分 类 。 图 75 

虽然 无 边 流 形 上 的 射线 系 和 波 阵 面 系 是 与 理 尔 群 的 4.D.E 序 列 有 关 
的 , 但 是 渐 伸 线 的 奇 点 却 是 由 BCF 序列 (它们 的 登 肯 图 具有 双重 联络 ) 来 
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(D 原 题 :Singularities of Ray Systems. 译 自 :Proceedings of the Inter- 
national Congress of Mathematicians, August 16—24, 1983, Warszawa vol. 
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描述 的 。 

直到 前 不 久 都 未 弄 清 余下 的 反射 群 (1:(P) ,Hs НОЖ. 
自从 1982 年 的 秋天 , 发 现 群 妨 ;( 二 十 面体 的 对 称 群 ) 支 配 着 平面 曲线 的 拐点 
上 的 渐 伸 线 系 的 奇 点 ,情况 才 有 了 转机 。 

就 像 二 十 面体 神秘 地 出 现在 行星 距离 的 开 普 勒 定律 中 一 样 ,二 十 面体 也 
神秘 地 出 现在 拐点 上 。 然 而 , 我 相信 , 二 十 面体 与 我 们 的 问题 的 联系 比 其 与 
开 普 勒 定律 的 联系 要 紧密 ;我 希望 ,余下 的 群 H, 将 自然 地 出 现在 射线 系 和 波 
阵 面 的 更 复杂 的 奇 点 的 分 析 中 。 

本 文 的 主题 是 射线 系 的 奇 点 和 反射 群 之 间 关 系 的 应 用 。 我 将 讨论 的 这 些 
结果 ,现在 都 归属 于 拉 格 朗 日 奇 点 理论 和 勒 让 德 奇 点 理论 的 名 义 之 下 的 辛 几 : 
何 和 接触 几何 。 但 是 , 人 们 也 可 以 把 它们 看 作 是 变 分 法 的 一 部 分 , 或 者 是 控 
制 论 的 一 部 分 ,或 者 是 偏 微分 方程 理论 的 一 部 分 ,或 者 是 经 典 力学 的 一 部 分 ， 
或 者 是 光学 的 一 部 分 ,或 者 是 波 理论 的 一 部 分 ,或 者 是 代数 几何 的 一 部 分 ,或 
者 是 一 般 奇 点 理论 的 一 部 分 。 这 些 结果 中 的 一 些 处 理 的 对 象 这 样 基本 , 以致 
看 来 奇怪 的 是 经 典 科 学 竞 把 它们 给 遗漏 了 。 例 如 ， 在 1981 年 才 得 到 位 于 一 
般 位 置 的 曲面 在 通常 的 三 维 空间 中 的 投影 的 局 部 分 类 。 ' 

不 等 价 的 投影 芽 共 有 十 四 类 : 当 从 三 维 空间 的 各 个 点 来 夏 一 般 状 况 的 曲 
面 时 ,一 般 状 况 的 曲面 上 点 的 邻 域 恰 好 生成 十 四 种 不 同 的 模式 。 

经 典 科学 遗漏 了 这 些 结果 的 原因 , 也 许 是 在 证 明 上 有 困难 : 这 些 结果 依 
于 于 它们 与 不 变量 理论 , 李 代数 ,反射 群 ,代数 几何 以 及 狄 林 格 (Delinge) 的 
MARA (Hodge) 结构 等 的 (有 时 是 出 乎 意料 的 ) 种 种 联系 。 这 些 结果 中 的 
一 些 得 自 奇 点 理论 在 哈密 顿 动力 系统 的 扰动 分 析 中 的 应 用 ,甚至 在 数论 中 的 
应 用 的 启发 ， 但 火 多 数 新 概念 却 是 来 自 三 维 欧 氏 空 间 中 越过 障碍 的 问题 。 

为 了 描述 这 些 新 结果 3 ВИС амата, 


M #ла 
MREMA REAN EARE 
微分 形式 。 “ 

O 几 个 实例 :1。 有 向 面积 元 定义 了 平面 上 的 一 个 辛 结构 。2。 辛 流 形 的 直 
各 有 一 个 自然 的 辛 结构 。3。 经 典 力学 的 相 空 间 (光滑 流 形 的 余 切 从 的 全 空 
间 ) 有 一 个 自然 的 这 结构 “dp 人 dg?。4。 人 们 可 以 把 欧 氏 空间 中 有 向 直线 组 
成 的 流 形 , 配 上 球面 的 余 切 从 的 爹 空间 的 六 结构。 因为 这 两 个 流 形 是 微分 同 


88 


肘 的 。5. 辛 流 形 的 超 曲面 的 一 点 上 的 特征 方向 ,就 是 读 点 的 切 平面 的 斜 正 交 
补 。 一 个 超 曲面 上 的 特征 就 是 该 曲面 的 将 征 方向 组 成 的 场 的 积 分 线 。 特 征 
组 成 的 流 形 从 原来 那个 流 形 继承 了 一 个 辛 结构 。6。 特 别 有 ， 一 般 变 分 问题 
的 极 值 曲线 组 成 的 流 形 , 位 于 哈密 顿 函 数 的 同一 个 等 高 流 形 上 , 配 有 一 自然 
的 辛 结构 。7。 考 虑 所 有 奇 次 二 元 形式 组 成 的 空间 。 在 这 个 偶数 维 的 线性 空 
М.Е, 存在 一 个 唯一 的 (相差 一 个 常数 因子 ) 非 退 化 的 .SL; 不 变 的 双 线性 余 
形式 。 这 个 形式 在 此 二 元 形式 空间 上 定义 了 一 个 自然 的 辛 结构 。8。 хак 
的 系数 等 于 一 的 ,x 和 ?的 二 元 形式 ， 在 所 有 形式 组 成 的 空间 中 作成 一 个 超 
曲面 。 这 个 超 曲 面 的 特征 组 成 的 流 形 , 可 与 x 的 形 如 x?* + …… 的 偶 次 多 项 
式 组 成 的 流 形 等 同 起 来 。 因 此 ,我 们 给 这 个 偶 次 多 项 式 组 成 的 空间 配 上 了 一 
个 辛 结构 。9。 沿 x 轴 的 移 位 (shift) 组 成 的 单 参数 群 保持 这 个 六 结构 。 希 尔 
伯 特 在 1893 年 就 已 知道 ， 这 个 群 的 哈密 顿 函数 是 一 个 次 为 二 的 多 项 式 。 这 
个 哈密 顿 函 数 的 等 高 超 曲 面 的 特征 组 成 的 流 形 , 可 与 根 之 和 等 于 等 的 多 项 式 
xni 组 成 的 流 形 等 同 起 来 。 因 此 ,在 这 个 多 项 式 的 空间 上 有 了 一 个 
自然 的 辛 结构 

定理 ( 达 布 ，1882 年 )。 维 数 固定 的 流 形 上 的 所 有 辛 结构 都 是 局 部 微分 
PER. 

， “因此 ,在 适当 选择 的 局 部 * 达 布 坐 标 "pi.qi ZF s AAPEA EI ND 
НИЕ Хар, Лав. 

.， 现在 ,我 们 来 考虑 辛 流 形 的 子 流 形 。 辛 流 形 的 辛 结构 在 其 子 流 形 上 的 限 
制 是 闭 的 二 阶 形式 , 但 却 不 一定 是 非 退 化 的 。 在 欧 氏 空间 中 , 不 仅仅 有 子 流 
形 的 内 在 几何 学 ,而 且 还 有 庞大 的 外 曲率 理论 。 而 在 辛 情形 下 ,情况 却 要 简单 
得 多 ， 

定理 吉文 塔 利 ，1981 年 )。 辛 流 形 的 子 流 形 的 荐 , 是 由 辛 形式 在 该 子 
流 形 的 所 有 切 空间 上 的 限制 决定 EM CERERI о ROLTO. 

成 乱 斯 坦 筷 在 1973 年 证 明了 一个 处 理 与 子 流 形 不 相 切 的 向 量 的 尚 不 完 
美的 定理 。 因 为 与 威 恩 斯 坦 思 定 理 不 同 的 是 ,吉文 塔 利 定理 奖池 了 六 空间 中 
一 般 状 况 的 子 流 形 的 芽 的 分 类 ， 人 们 一 直 在 使 用 由 马 蒂 雪 及 其 学 生 们 在 
1970 年 得 到 的 辛 结构 的 退化 性 的 分 类 。 

几 个 实例 ;1。 辛 流 形 中 二 维 的 一 般 状况 的 曲面 的 芽 , 都 局 部 辛 微分 同 胚 
(symplectomorphic) 于 曲面 ps = p1?、91 =0, рз =gy=…=10 的 芽 (我 们 用 
的 是 达 布 坐标 )。2。 在 四 维 子 流 形 上 ,人 们 可 以 稳定 地 遇 到 有 马 落 雷 本 四 型 


a 


zal akku = i ike 


奇 点 和 双 曲 型 奇 点 的 一 些 曲 线 , 这 些 曲 线 的 规范 形 是 
р: =P1P3 + 414: + qs33/6,ps -0,D, =4. =" =0. 


椭圆 性 和 双 曲 性 关系 到 在 与 子 流 形 有 内 在 联系 的 动力 系统 中 运动 的 特 
性 。 三 维 流 形 上 有 关 的 散 度 自由 (divergence- free) 的 向 量 场 ， 有 一 条 由 奇 
异 点 组 成 的 曲线 。 结 果 ， 奇 异 曲 线 上 的 分 类 没有 奇异 点 上 的 分 类 那 么 病态 
(后 者 的 困难 程度 几乎 与 建立 整个 天 体力 学 相同 )。 

因此 ,我 已 经 初步 描述 了 光滑 子 流 形 的 辛 奇 点 理论 。 

辛 流 形 的 拉 格 妆 日 子 流 形 就 是 这 样 的 子 流 形 , 辛 结构 在 其 上 的 限 创 清 失 
了 ,并 且 其 有 尽 可 能 寅 的 维 数 (等 于 此 辛 流 形 的 维 数 的 一 半 )。 

几 个 实例 :1。 余 切 从 的 纤维 。2。 欧 氏 空间 中 (任意 维 的 光滑 子 流 形 的 
法 线 组 成 的 流 形 。3。 可 被 x* 整 除 的 所 有 多 项 式 xz + …… 组 成 的 集合 

— PG m 
DEEST 

几 个 实例 ,1。 余 切 从 。2。 将 欧 氏 空 
间 中 的 有 向 直线 送 到 原点 上 对 应 的 单位 
向 量 的 纤维 化 。 

给 定 维 数 的 所 有 拉 格 朗 日 纤维 化 都 
是 局 部 辛 微分 同 胚 的 〈 在 全 空间 的 每 个 
点 的 邻 域内 )。 

一 个 拉 格 朗 日 映射 就 是 一 个 图 表 
一 E 一 B, 其 中 第 一 个 箭头 为 拉 格 明日 子 
流 形 的 浸入 ， 第 二 个 箭头 是 拉 格 朗 日 纤 

ce 维 化 (图 76 )。 

由 个 实例 , {。 梯 度 映 射 ,q~9s/9g。2。 法 映射 ， 将 欧 氏 空间 的 一 个 子 
流 形 的 每 个 法 向 量 对 应 于 该 向 量 的 端点 。3。 高 斯 映射 :将 欧 氏 空间 中 一 个 
横 戴 地 有 向 的 超 曲面 的 每 个 点 ， 对 应 于 原点 的 一 个 单位 向 量 , 这 个 向 量 的 方 
向 就 是 该 点 的 法 方向 (相应 的 拉 格 朗 日 流 形 由 该 超 曲 面 的 法 向 量 组 成 )。 

拉 格 朗 日 映射 之 间 的 一 个 等 价 关系 ,就 是 它们 的 纤维 化 的 全 空间 之 同一 
个 保持 纤维 的 辛 微分 同 胚 , 它 将 第 一 个 拉 格 朗 日 子 流 形 映 满 第 二 个 拉 格 朗 日 
子 流 形 。 

一 个 拉 格 朗 日 映射 的 所 有 临界 值 组 成 的 集合 称 为 它 的 焦 散 。 等 价 的 拉 格 
良 日 映射 的 焦 散 是 微分 同 胚 的 。 
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实例 , 一 个 曲面 的 法 映射 的 焦 散 就 是 该 曲面 的 法 线 的 包 络 , 即 该 曲面 的 
集散 而 -一 -曲率 中 心 组 成 的 曲面 。 

每 个 拉 格 朗 日 映射 都 局 部 等 价 于 一 个 梯度 映射 〈 一 个 法 映射 .一 个 高 斯 
映射 )。 一 般 状 况 的 梯度 映射 (法 映射 ,高 斯 映射 ) 的 奇 点 ,都 等 价 于 一 般 状 况 
的 拉 格 朗 日 映射 的 奇 点 。 这 
些 奇 点 都 由 欧 氏 反射 群 A、D、 
ЕЖЯЖ. 

实例 ,考虑 菲 惯 性 运动 的 
尘土 状 粒子 的 介质 ,粒子 的 速 
度 形成 一 势 场 。 经 过 一 个 时 间 
间隔 上 之后, 粒子 从 x 运动 到 
了 x+ Ots/9x。 于 是 ,我 们 得 到 

.了 光滑 映射 R?——R? 的 一 77 
个 单 参数 族 。 

这 些 都 是 拉 格 朗 日 映射 。 的 确 ,速度 的 一 个 势 场 定义 余 著 从 的 一 个 拉 格 
朗 日 截面 。 牛 顿 方程 的 相 流 将 初始 拉 格 朗 日 流 形 送 到 一 些 新 的 拉 格 朗 日 流 
Ж, 但 这 些 拉 格 朗 日 流 形 却 不 一 定 是 截面 (对 于 大 的 D: 它们 在 底 空间 上 的 
PETRAAA (图 77)。 这 些 映射 的 焦 散 都 是 在 那些 粒子 的 密度 为 无 穷 大 
的 地 方 。 根 据 泽 利多 维 奇 1970 年 的 结果 , 一 个 类 似 的 模型 (考虑 了 宇宙 的 万 
有 引力 和 膨胀 ) 描 述 了 宇宙 中 物质 分 布 的 大 范围 不 均匀 性 是 怎样 产生 的 。 

由 拉 格 良 日 奇 点 理论 可 知 , 新 生成 的 焦 散 形 若 一 个 茶 碟 (在 其 形成 之 后 
的 时 刻 t, 茶 碟 的 轴 的 阶 为 4"?, 深 度 的 阶 为 ,厚度 的 阶 为 t31?)。 茶 碟 的 生成 
对 应 于 Аз. 三 维 空间 中 拉 格 朗 日 映射 的 一 般 状 况 单 参数 族 的 焦 散 的 所 有 变 
态 ,都 绘 在 图 40 和 图 41 中 (1976 Ф). 

AERE спота) раа НКО BU AR E 
ЕС 
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2. 接触 几何 


奇数 维 光 滑 流 形 上 的 一 个 接触 结构 ,就 是 其 切 空间 中 超 平面 组 成 的 一 个 
非 退 化 场 。 由 “ 达 布 的 接触 定理 "可 知 ,< 非 退化 * 的 确切 意思 就 是 不 粗 关 : 在 
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Зака сс бано Д: 


一 般 状况 点 的 邻 域内 , 维 数 固定 的 奇数 维 流 形 上 的 所 有 一般 状况 的 超 曲 面 场 
都 是 微分 同 胚 的 。 

几 个 实例 ;1。 光 滑 流 形 的 接触 元 组 成 的 空间 ,是 由 其 所 有 的 切 超 平面 组 
成 的 。 一 个 接触 元 的 速度 属于 定义 接触 结构 的 赵 平 而 , 当 且 仅 当 其 接触 点 的 
速度 属于 该 元 者 。2。 函 数 =f(x) 的 一 个 阶 导 网 (jet) 组 成 的 空间 有 一 自然 
的 接触 结构 dy = pdx( 对 于 y= 了 (x) 在 x 的 一 阶 导 网 ,Pp = 0f/0x), 

接触 空间 的 子 流 形 的 外 在 玫 何 局 部 由 其 内 在 几何 决定 , 即 由 该 子 流 形 的 
所 有 切 空间 上 所 有 接触 结构 的 迹 决定 (吉文 塔 利 的 接触 定理 )。 

接触 流 形 的 一 个 积分 子 流 形 说 是 勤 让 德 的 ,如 果 它 有 尽 可 能 高 的 维 数 。 

几 个 实例 ;1。 与 一 固定 的 (任意 纵 的 ) 子 流 形 相 切 的 所 有 接触 元 组 成 的 
集合 。2。 特别 有 ,给 定点 上 的 所 有 接触 元 形成 一 个 勒 让 德 流 形 ( 接 触 元 组 成 
的 从 的 纤维 )。3。 一 个 函数 的 所 有 一 阶 导 网 组 成 的 集合 。 

一 个 纤维 化 说 是 勒 让 德 的 ,如 果 它 的 纤维 都 是 惑 让 德 子 流 形 。 

几 个 实例 ,1。 射 影 余 切 纤维 化 (把 接触 元 送 到 它 的 接触 点 上 )。2。 一 个 
函数 在 其 伶 阶 导 网 (去 掉 各 阶 导数 ) 上 所 有 一 阶 导 网 的 纤维 化 。 

给 定 维 数 的 所 有 勒 让 德 纤维 化 (在 全 空间 的 每 点 上 ) 都 是 局 部 接触 微分 
` 同 胚 的 (contactomorphic)。 

把 勒 让 德 子 流 形 投影 到 勒 让 德 纤维 化 的 底 空 间 上 的 投射, 称 为 勒 让 身 
射 。 Славин 
алй айлаа и к, яц, NECHANMXERARUAX 
对 偶 射影 空间 上 的 一 个 纤维 化 (把 每 个 接触 元 对 应 于 包含 它 的 那个 超 平面 )。 
这 个 纤维 化 是 勒 让 德 的 。 投 射 将 提升 上 去 的 勒 让 德 流 形 映 到 一 个 超 曲 面 上 ， 
这 个 超 曲面 是 原来 那个 超 曲面 的 射影 对 偶 。 因 此 一 个 光滑 超 曲面 的 射影 对 
候 就 是 一 个 勒 让 德 映射 的 面 。2， 等 距 映 射 ， 在 网 氏 空间 中 的 一 个 超 曲 面 的 
每 条 有 向 法 线 上 ，( 沿 法 线 ) 在 与 该 超 曲面 相距 t 的 地 方 选 一 点 , 我 们 就 得 
到 了 一 个 勒 让 德 钠 射 。 这 个 勤 让 福 映 射 的 面 与 此 给 定 的 超 曲 面 是 等 距 的 。 

可 与 拉 格 朗 日 情形 类 似 地 定义 勒 让 德 等 价 关系 、 稳 定性 和 简单 性 。 

每 个 勒 让 德 映 射 都 局 部 等 价 于 一 个 由 勤 让 德 变换 定义 的 映射 ,局 部 等 价 
于 一 个 等 距 喘 射 。 因此, 局 部 的 勒 让 德 奇 点 理论 无 异 于 勒 让 德 变换 (或 者 等 
距 喘 射 ,或 者 波 阵 面 ) 的 奇 点 理论 。 

ЕЕ (1973 年 ), fes 5 的 流 形 的 -版 状况 得 让 德 映射 功 ， 在 每 了 点 


io | 


елт, Ни. 2, 


实例 , Str ВЯ SEE AR C CD JE CALO M 
尾 (A;, 图 78: 在 这 些 点 上 ， 波 阵 面 微 
分 同 卫 于 由 这 样 的 多 项 式 x4 + ax? + bx 
+ 组 成 的 空间 中 由 有 重 根 的 多 项 式 组 
成 的 曲面 )。 

附注 ,上 述 定理 中 复 化 的 必要 性 表 


明 , 欧 氏 反射 群 可 能 有 不 同 的 实 形式 。 

所 有 拉 格 朗 日 奇 点 都 可 从 勤 让 德 
次 点 构造 出 来 。 为 了 得 到 这 个 结论 , 考 
感 函数 的 一 阶 导 网 组 成 的 空间 的 gh 让 
德 子 流 形 。 通 过 去 掉 函 数 的 值 ,将 此 导 图 78 
网 空间 投影 到 相 空间 上 。 其 中 , 勤 让 德 流 形 的 芽 都 同 构 地 投影 到 拉 格 朗 日 流 
形 的 芽 上 。 例 如 ,一 个 拉 格 朗 日 映射 的 焦 散 就 是 某 个 勒 让 德 映射 的 面 的 尖 消 
在 纤维 为 一 维 的 一 般 状况 的 投射 之 下 的 投影 。 

定理 (利雅 施 科 ， 1979 年 )。 НХ 都 


Е 在 燕尾 (eto i j м ХА: 的 
邻 域 肉 ”一 般 状 况 的 向 量 场 
都 可 用 保 蓝 尾 的 微分 同 胚 简 
化 为 规范 形 o/9c( 图 79)。 

用 保 波 阵 面 或 保 焦 散 的 
RIRE, ЖЕЛАЯ. 
简化 为 规范 形 ， 是 射线 系 和 

、 琢 阵 而 的 几何 学 中 的 主要 技 
本 工具 。 例 如 ， 运 动 着 的 波 图 79 
阵 面 的 变态 的 研究 ， ен “НЕ” 的 结果 。 
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间 是 ,将 它 简 化 为 规范 形 e 常数 。 

上 述 定理 是 从 等 变 (equivariant) 莫 尔 斯 引 理 推出 的 。 我 们 这 样 来 使 用 
这 个 定理 。 运 动 着 的 波 隆 面 在 时 空中 形成 一 个 “大 波 阵 面 "。 用 保 大 波 阵 面 
的 微分 同 胚 ， 将 时 空中 的 时 间 函 数 简化 为 规范 形 ,我 们 就 得 到 了 运动 着 的 波 
阵 面 的 变态 的 规范 形式 。 

_ 保 面 的 无 穷 小 微分 同 胚 都 是 与 面相 切 的 向 量 场 。 这 种 无 穷 小 微分 同 胚 
的 研究 ,导致 对 欧 氏 反射 群 的 不 变量 上 的 “对 合算 子 "的 研究 。 这 个 算 子 将 一 
对 不 变量 ( 即 轨道 空间 上 的 函数 的 不 变量 ) 对 应 于 一 个 新 的 不 变量 一 那些 
(从 轨道 空间 提升 到 欧 氏 空间 的 ) 给 定 函数 的 梯度 的 数 积 。 

这 个 算 子 的 线性 化 就 是 与 轨道 空间 在 0 点 余 切 的 空间 上 的 一 个 双 线 性 
对 称 算 子 。 
定理 (1979 年 )。 欧 氏 反射 群 的 不 变量 的 线性 化 了 的 对 合算 子 , 等 价 于 对 
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О dt ned, SERENE 
fe, 把 这 个 定理 推广 到 了 更 高 的 拟 齐 性 奇 点 上 。 在 这 个 推广 中 , 他 们 将 欧 氏 
结构 代 之 以 一 个 适当 的 非 退 化 局 期 映射 的 相交 形式 (interseetion form), 而 
这 个 周期 映射 是 从 定义 在 与 函数 的 通 有 形变 (versal deformation) 相 应 的 米 
尔 纳 纤维 化 的 纤维 上 的 一 族 全 纯 微分 形式 产生 出 来 的 。 非 退化 相交 形式 ( 根 
据 其 函数 的 变量 的 个 数 的 奇偶 性 ) 或 者 确定 了 一 个 在 勤 让 德 面 上 有 标准 奇 点 
的 局 部 平坦 的 伪 欧 氏 度量 ,或 者 确定 了 一 个 可 全 纯 地 延 拓 到 面 上 的 辛 结构 。 

实例 , 因此 ,最 高 次 项 系数 等 于 一 而 且 根 之 和 等 于 等 的 奇 次 多 项 式 组 成 
的 集合 , 配 上 了 一 个 新 的 六 结构 。 双 重 根 的 个 数 尽 可 能 大 的 多 项 式 组 成 的 徐 
жин. 


8. min 日 奇 点 和 勒 让 德 奇 点 的 应 用 


这 个 理论 首先 发 展 起 来 的 是 用 稳 衡 相 方法 (stationary phase method) 来 
研究 振荡 积分 的 浙 近 线 。 我 不 打算 在 这 里 详细 讨论 这 些 〈 非 常 重要 的 ) 应 
用 ,但 着 重 提 一 提 : 1) 瓦尔 琴 科 (1976) 年 关于 用 相 函 数 的 牛顿 边界 描述 振荡 
积分 的 主 项 的 指数 的 公式 的 证 明 ;(2》 由 同一 个 作者 给 出 的 这 个 指数 的 非 半 
连续 性 的 一 个 例子 !(3) 卡尔 普 什 金 1981 年 ) 关于 双重 振荡 积分 的 一 个 对 
于 参数 是 一 致 的 上 估计 的 证 明 (对 于 简单 的 振荡 积分 , 这样 一 个 估计 是 由 维 
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诺 格 拉 朱 夫 得 到 的 , 但 对 于 三 重 振荡 积分 , 瓦尔 琴 科 的 非 半 连续 性 的 例子 却 
说 明 不 存在 这 样 的 估计 )。. 

这 个 一 致 估计 , 对 于 参数 的 个 数 为 一 个 很 小 的 数 1 的 一 般 状 况 的 函数 族 
的 所 有 成 员 , 也 成 立 ( 杜 斯 特 马 特 在 1974 年 、 弗 犹 叶 拉 在 1977 年 和 卡尔 普 
什 金 在 1982 年 ,分 别 对 1<6.1<7 和 1<9, 证 明了 这 个 结论 );1=73 太 大 (在 
此 时 瓦尔 琴 科 的 上 述 例 子 起 作用 了 )。 

瓦尔 琴 科 为 了 研究 复 域 上 振荡 积分 的 渐 近 展开 ,构造 了 一 个 混合 稚 奇 结 
构 ， 他 称 之 为 渐 近 结 告 构 。 他 证 明 这 个 渐 近 结构 的 翟 奇 数 与 斯 丁 伯 林 克 在 1976 
年 代数 地 构造 的 混合 蛋 奇 数 一 致 瓦尔 琴 科 的 理论 的 推论 包括 有 : (1) 这 个 
八 背 结构 的 不 变量 沿 和 = 常数 ”的 层 (stratum) 的 恒 性 (constancy); (2) 拟 齐 
性 函数 的 “内 模 态 ”(i- пог modality) 与 它们 的 真实 模 态 一 致 的 事实 。 在 实 代 
数 几 何 中 ， 这 个 混合 年 奇 结构 给 出 了 彼得 罗 夫 斯 基 - 奥 列 依 尼 克 不 等 式 的 一 
些 推广 。 

ВЯ, den RESET ee 

dinmmand s 寺 构 将 函数 的 一 个 有 限 重 临界 点 对 应 于 有理 数 的 一 个 
有 限 集 一 一 该 临界 点 的 谱 。 这 个 谱 的 左 端 是 具有 一 ( 沿 复 链 的 ) 给 定 的 相 函 
数 的 振荡 积分 的 最 小 指数 。 这 些 实例 不 仅 显 示 了 这 个 指数 的 半 连 续 性 ,而 且 
也 显示 了 所 有 其 它 的 谱 点 的 半 连 续 性 。 例 如 ,通过 一 个 将 重 扣 降 低 了 一 的 形 
变 得 到 的 谱 ，( 以 与 一 个 椭 球 的 轴 分解 初 始 椭 球 的 轴 的 相同 的 方式 ) 分 解 初 
始 谱 。 

Uo 利用 在 与 谱 的 半 连 续 性 猜测 (1978 年 ) 表面 上 毫 不 相关 的 一 个 代数 几何 
问题 一 一 CP* 中 次 为 4 的 超 曲 面 上 ( 莫 尔 斯 ) 奇 异 点 的 数 目 可 以 有 多 大 ?一 一 
上 的 工作 ,最 近 证 实 了 这 个 猜测 。 

布鲁斯 在 1981 年 给 出 了 一 个 上 估计 , (对 于 CP? 中 的 曲面 ) 这 个 估计 的 
渐 近 展开 为 43/2 +…… ( 契 称 托 夫 在 1983 年 得 到 ,最 优 下 估计 的 阶 为 3d3/ 
驴 。 比 较 最 早 确 知 的 带 混合 霍 奇 结构 的 那些 答案 〈0,1,4,16,31,64)， 我 提 
出 了 下 述 

om. 奇异 点 的 个 数 不 会 超过 立方 体 (0， а)" 中 整 点 的 个 数 职 ,关于 它 有 
(n - 2)d/2 4 TeEmiend/2, 

Ху [RIP ТАТ, XA RI CRT — E MATE 2303/48. № 
文 塔 利 在 试图 证 明 这 个 猜测 的 过 程 中 ， 在 1982 年 10 月 改进 了 布鲁斯 估计 
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申 的 低 次 项 。 他 的 证 明 用 了 一 些 雷 利 - 费 雪 - 库 朗 (Rayleigh-Fisher-Cou- 
rant) 型 不 等 式 , 澄清 了 此 问题 与 谱 的 半 连 续 性 猜测 的 关系 。 

瓦尔 琴 科 把 关于 霍 奇 结构 的 极限 的 斯 丁 伯 宁 克 (1976 年) 定理 直接 应 用 
于 这 个 问题 。 于 是 , 他 既 证 明了 关于 奇异 点 个 数 的 估计 的 猜测 ， 又 证 明了 谱 
的 半 连 续 性 〈 后 者 是 对 用 添加 低 权 的 多 项 式 的 方法 生成 的 拟 齐 性 函数 的 形 
变 证 明 的 )。 他 还 用 同样 的 方法 证 明了 ,所 有 三 个 变量 的 函数 的 谱 的 左 端的 半 
连续 性 ,以 及 “偏离 "(“far away”) 牛 顿 多 面体 的 n 个 变量 的 函数 的 谱 的 左 端 
的 半 连 续 性 。 

我 还 要 提 一 提 拉 格 朗 日 奇 点 在 机 械 求 积 理论 即 大 区 域 里 整 点 的 问题 中 
КУЛ. ФУ 为 欧 氏 空间 R" 中 边界 光 谓 的 区 域 G ВЯ, NAJ AG 里 
整 点 的 个 数 , RO) = АТУ - NC 和)。 由 拉 格 朗 日 奇 点 理论 可 推出 下 述 结论 : 

定理 ( 弗 狄 叶 拉 , 1977 年 )。 对 于 n<7，, 一 般 状况 地 有 

К) [Ch- 2+ ELA 

定理 (瓦尔 琴 科 , 1981 年 )。 在 由 旋转 和 移 位 从 整 点 格 得 到 的 所 有 格 上 
ЖИВ | ?不 会 超出 Cri, 

”“ 兰 多 尔 在 1909 年 研究 了 凸 解析 情形 。 根据 大 数 定律 指数 (n~ 2)/2 是 

从 们 所 希 费 的 (如 果 各 -! 个 方 格 被 边界 独立 地 分 离 )。 前 面 那个 定理 的 证 明 ， 

是 受 了 杜 斯 特 马 特 1974 年 关于 马 斯 洛 夫 “正则 算 于 ” (Canonical operator) 

的 酉 性 的 证 明 的 启发 。 

， 琳 点 的 牛顿 图 的 统计 导致 了 另 一 个 与 整 点 有 关 的 不 等 式 的 出 现 。 Ы 

定理 ( 塞 瓦斯 蒂 亚 诺 夫 ， 科 尼 亚 金 , 1982 年 )。 R 中 体积 为 vit. 顶点 

都 是 整 点 的 号 多 面体 项 点 的 个 数 ， 不 会 超过 Cye- Dnt (对 于 任意 维 商 的 

Pii pamba 7570000000 ott 

边界 上 的 拐点 对 整 点 个 数 的 渐 近 展开 的 余 项 的 影响 ,是 整 点 与 R* 的 光 
请 结构 之 间 的 相互 关系 的 一 种 特殊 情况 。 这 些 相互 关系 对 于 徽 积 分 的 许多 
分 支 来 说 极为 重要 。 

例如 ,由 系数 为 不 大 大 的 整数 的 方程 定义 的 超 平面 , 逼近 子 流 形 的 典型 
点 的 阶 , 对 于 非 线性 振荡 理论 中 的 共振 现象 来 说 是 至 关 紧 要 的 [ 快 频 流 形 的 
跑 率 (flattening) 延 长 了 共振 的 持续 时 间 ]。 

涅 河 罗 雪夫 在 其 关于 哈密 顿 系统 的 行为 变量 的 发 展 的 研究 中 ,引入 了 未 
扰动 的 哈密 顿 函数 的 “最 速 (steepness) 指数 "。- - 般 状况 的 哈密 顿 函数 的 这 
些 指数 的 计算 ， 引 发 出 了 切 性 吝 点 (tangential singularity) 的 理论 。 
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4. 切 性 奇 点 


这 些 都 是 射影 曲面 关于 其 所 有 维 数 的 切 空间 的 排列 的 奇 点 。 
实例 : 普 拉 托 诺 瓦 和 朗 


吉 斯 在 1979 年 找到 了 三 
维 空间 中 一 般 状 况 的 曲 
面 上 点 的 切 性 分 类 (tan- 
gential classification) 
《图 80)。 抛 物 点 组 成 的 
曲线 (p) 将 这 种 曲面 分 为 
椭 贺 点 组 成 的 区 域 (e) 和 
双 曲 点 组 成 的 区 域 (h)。 
区 域 (h) 包 含 了 由 渐 近 线 图 80 
的 拐点 组 成 的 曲线 (了 有) ,在 曲线 (f) 上 有 双重 拐点 (5b)、 自 相交 点 (0) 以 及 与 抛 
物 曲 线 (p) 相 切 的 切 点 (t)。 , 

这 个 分 类 对 涅 河 罗 雪 夫 的 指数 估计 和 投影 退化 的 分 类 都 很 有 用 。 

定理 ( 普 拉 托 诺 瓦 ,0。I。 什 尔 巴克 ，1981 年 )。 把 RP: 中 的 一 般 状 况 
曲面 ， , 沿 过 射影 中 > C 个 在 该 曲面 外 的 点 ) 的 直线 ， 投影 到 平面 上 。 

于 是 ， 所 有 这 些 投影 者 局 部 等 从 I petia Zifoy) 沿 x 轴 的 投 


E, 其 中 了 由 下 表 给 出 


X,X3,X3  xy,x3 - xy? x? + XYI, Xi + xy, 
XU + ху ху? x*xx*yexy,x3Exytxt* ex!ye xy), 
х5+ху. 
这 里 的 投影 都 署 作 是 由 嵌入 和 纤维 化 组 成 的 图 表 V 一 EB-*B, 而 等 价 关系 
都 是 3x 2 的 图 表 ,并 且 这 些 图 表 的 竖 行 都 是 微分 同 胚 。 
关于 一 般 状 况 的 中 心 的 投影 仅 有 的 奇 点 是 总 特 尼 折 选 和 尖 点 ( 沿 每 条 渐 
近 射 线 可 看 到 一 个 尖 点 )。 其 它 奇 点 需要 从 特殊 方向 观察 才能 得 到 。 投 影 的 
规范 形 只 有 有 限 多 个 (因而 可 见 轮廓 的 规范 形 也 只 有 有 洽 多 个 ) 这 一 事实 ,并 
不 是 不 证 自明 的 。 因 为 在 曲面 在 平面 上 的 投影 的 一 般 状况 三 参数 族 中 , 存在 
一 个 不 等 价 的 奇 点 组 成 的 连续 统 。 
借助 于 辛 几何 和 接触 几何 ， 相 切 的 等 级 可 妆 得 更 清楚 。 -— 斯 在 1976 
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年 指出 , 欧 氏 空间 中 曲面 的 切 射线 几何 ,依赖 于 辛 相 空间 中 的 两 个 超 昌 面 ,第 
一 个 描述 度量 ,第 二 个 描述 曲面 。 
同一 对 超 曲面 还 描述 了 浙 近 切线 的 等 级 。 于 是 ,我 们 可 以 将 关于 通常 空 
间 的 曲面 的 几何 学 的 大 部 分 ， 转 变 为 六 空间 或 接触 空间 中 任意 的 超 曲 面 对 
x (hypersurface pairs) 这 个 一 般 情形 ,进而 
„о тянет оа 
| 2 约束 的 一 般 变 分 问题 。 
-一 | шулган 
v 


面 ， 并 且 它们 沿 子 流 形 W RRAZ. K 
Y 和 2 分 别 投影 到 它们 的 特征 流 形 U、V 
"d 上 ,我 们 就 得 到 了 一 个 六 边 形 图 表 。 这 里 
ЕЛАР 到 U 和 从 W 到 V 这 两 个 投身 
的 临界 点 组 成 的 (公共 ) 流 形 。 
实例 : 设 x = (up) 是 一 个 欧 氏 自由 粒子 的 相 空间 а 为 粒子 的 位 置 , 
为 粒子 的 动量 );Y 是 单位 向 量 (pz = 1) 
组 成 的 流 形 ; Z 是 边界 向 量 (4 属于 超 
曲面 ГО 组 成 的 流 形 。 则 U 是 射线 空 
М, V 是 的 切 从 空间 ，W 是 单位 边界 
向 量 〈 不 必 是 切 向 量 ) 的 从 空间 ,了 了 是 
球面 的 切 从 空间 。 


两 个 投射 WW 一 U 和 WV ЗЕМ 4 

图 81 近 单位 切 向 量 上 的 奇 点 都 是 惠 特 尼 折 

迭 。 这 两 个 投射 中 的 任何 一 个 都 定义 了 一 个 W 上 的 对 合 变换 ,而 且 这 个 变 
换 在 了 上 还 是 恒 等 变 换 。 s 


实例 ,我 们 在 凸 平面 曲线 的 单位 边界 向 量 组 成 的 流 形 W 上 ,已 经 定义 了 
BASÉ SEM отт (图 81)。 这 两 个 对 合 变 换 的 积 就 是 伯 克 霍 夫 (1927 4E) 
的 台球 变换 (billiards transformation)。 

р N"————————' 
曲面 对 简化 为 局 部 规范 形 〔 在 解析 情形 中 所 得 的 序列 都 是 一 般 状 况 地 发 散 
的 ， 关 于 共振 的 动力 系统 的 埃 卡尔 (1975 年 ) 理论 和 沃 罗 宁 (1981 年 ) 理 论 
中 的 情况 也 是 这 样 的 ]。 

在 更 复杂 的 奇 点 上 (例如 , 在 渐 近 的 单位 向 量 上 ), 辛 空间 的 超 曲面 对 有 
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模 数 。 然 而 , 对 于 第 一 个 超 曲面 是 折 迁 的 两 个 退化 , 人 们 (至 少 形式 上 地 ) 可 
以 将 由 第 一 个 超 曲面 和 相交 组 成 的 对 简化 为 简单 的 规范 形 。 因此 ， 我 们 可 
以 研究 这 样 的 映射 的 奇 点 了 ， 这 种 映射 将 一 般 状 况 渐 近 的 或 双重 渐 近 的 单 
位 向 量 上 的 单位 边界 向 量 对 应 于 射线 。 
这 种 映射 航 临 界 值 组 成 的 簇 局 部 微分 同 胚 于 通常 的 燕尾 和 一 个 线性 空 
- 闻 的 积 。 这 种 笠 以 标准 的 方式 位 于 直线 组 成 的 辛 空间 中 ， 1 
定理 (1981 年 )。 上 面 所 述 的 临界 繁 的 点 上 的 所 有 一 般 状 况 辛 结构 ， 都 


在 双重 渐 近 射线 上 ， 切 射线 组 成 的 得 局 部 微分 同 胚 于 一 个 燕尾 和 …- 条 直 
线 的 积 。 所 以 ,上 述 定理 描述 的 是 切 射线 组 成 的 簇 的 辛 几何 。 


考虑 欧 氏 空间 中 边界 为 光滑 曲面 的 一 个 障碍 。 障 碍 问题 需要 研究 的 是 ， 

在 绕 过 此 障碍 的 所 有 . 
道路 中 ,从 空间 中 一 点 
到 一 固定 的 始 集 的 长 
度 最 短 的 道路 的 奇 点 。 
这 样 一 个 简单 的 带 边 
流 形 上 的 变 分 问题 ,其 
至 对 三 维 空间 中 一 般 
状况 的 障碍 ,也 未 能 解 
决 。 

,该 个 最 短 道路 由 一 
些 直 线段 和 此 障碍 曲面 上 ms: 
的 测 地 线段 组 成 (图 82)。 


轴 此 ,我 们 来 考虑 与 一 固定 的 面 垂直 的 测 地 线 组 成 的 系 。 与 这 些 测 地 线 相 切 


的 所 有 射线 组 成 的 系 , 是 所 有 射线 组 成 的 辛 空间 中 的 一 个 拉 格 朗 日 徐 ( 变 分 
问题 的 极 值 曲 线 组 成 的 每 一 个 系 也 都 是 如 此 )。 在 带 边 流 形 上 的 所 有 通常 的 
变 分 问题 中 ,有 关 的 拉 格 朗 日 禾 总 是 光滑 的 (即使 出 现 焦 散 也 不 例外 )。 但 在 
障碍 问题 中 ,有 关 的 拉 格 朗 日 答 却 可 能 有 奇 点 。 上 述 定理 荀 洱 下 述 
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PENR EE ВУЗЫ ERRARE TERR RS 
—— FERREE 空间 fxs+ 
Ax! + Bx! + Cx + D) 中 由 至 少 有 
三 重 根 的 多 项 式 组 成 的 曲面 。 多 
项 式 的 微分 将 开 若 尼 映 满 通 常 的 
QUE, 开 燕尾 上 没有 了 自 相 交 的 
BUB DS PHASE CR 89. 
定理 (1981 4E). 波 阵 面 的 尖 
浓 在 三 维 空间 中 一 般 状况 地 运动 ; 


就 在 ды 


Aat da нурна 固定 的 多 项 式 
(x — aj AQ + ee )) 组 成 的 集合 。 多 项 式 的 微分 保持 根 的 余 重 数 不 变 。 
定理 (吉文 塔 利 ， 1981 年 )。 REX, JA n= 2k e 1 开始 ( 即 在 


“实例 ， 开 燕 尾 是 通常 的 燕尾 上 第 一 个 稳定 的 敌 。 
Tis 文 塔 利 的 三 元 组 理论 (1982 年 ) 使 得 障碍 问题 中 开 赣 尼 的 出 现形 

式 化 了 。 

定义 :一 个 辛 三 元 组 (H, L, 由 辛 流 形 中 的 一 个 光滑 超 曲 面 责 ,与 本 (第 
一 阶 ) 相 切 的 一 个 拉 格 裔 日 流 形 工 以 及 拉 格 朗 日 流 形 的 一 个 超 曲 两 1 组 成 。 

由 学 三 元 组 (H, 1, D 生成 的 拉 格 朗 日 秘 为 1 在 及 的 特征 流 形 中 的 象 。 

Я 1. Баян rc Re 的 障碍 问题 中 , 我 们 把 沿 T 的 测 地 线 到 初始 面 
的 距离 省 成 是 一 个 函数 S:T-R。 一 阶 形式 ds 的 所 有 那些 从 到 IR" 的 扩 
张 组 成 的 流 形 工 ,加 上 超 曲 面 Hip? = 1, 形 成 一 个 三 元 组 。 

这 个 三 元 组 恰好 生成 由 与 我 们 的 极 值 线 系 在 Г 上 的 测 地 线 相 切 的 射线 
URBE, 

$2. 考虑 次 数 4 为 偶数 2m HS ARCA, Fea хе кое Да HUS 
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* ids ааа а Lead Be c 


=, ДНУ" ВЕНА ТАЙН ТИТ. ВЯ 
x 轴 的 移 位 的 哈密 顿 函数 。( 这 个 4 的 多 项 式 为 
h-I(-DiF(OFG,i-jsd,FG-diFi/dxi,) 超 曲 面 h=0 沿 由 可 被 
anti 整除 的 多 项 式 组 成 的 L 的 超 曲 面 1, 与 拉 格 朗 日 流 形 L 相 切 , 因 而 (h,L,DD 
是 一 个 辛 三 元 组 。 
由 这 个 三 元 组 生成 的 答 就 是 维 数 为 m1 的 拉 格 朗 日 开 燕尾 (有 一 根 的 
重 数 大 于 次 数 的 一 半 的 多 项 式 x41 ca xd-* eue 04,0 所 成 之 集 )。 


аннин MERE. 
组 成 的 徐 和 多 值 时 间 函 数 的 一 阶 
ELIT MEET RE 
状况 地 都 是 勒 让 德 开 燕尾 , 勒 让 
德 开 磋 尾 就 是 微分 司 胚 地 提升 了 
的 拉 格 朗 日 开 燕尾 。 第 二 类 的 徐 
都 是 第 一 类 的 签 上 的 往 面 。 图 84 

.实例 ,考虑 边界 为 一 条 有 通常 的 拐点 的 平面 曲线 的 一 个 障碍 。 勘 让 德 映 
射 的 曾 都 是 此 曲线 的 渐 伸 线 。 在 这 些 渐 伸 线 上 有 了 两 种 奇 点 ,在 此 障碍 的 边界 
曲线 上 的 〈 阶 为 3/2 的 ) 通常 的 尖 点 和 在 边界 曲线 的 按 点 的 切线 上 阶 为 5/2 
ВН 84)。 这 里 的 勒 让 德 箭 在 此 障碍 的 边界 曲线 的 一 般 状 况 点 上 是 非 
凌 异 的 ,但 在 揭 点 的 切线 的 点 上 却 有 阶 为 3/2 RP 

我 们 来 考 虞 平面 接触 元 组 成 的 三 维 空间 ( 它 是 该 平面 上 的 一 个 纤维 化 )。 
六 般 状况 曲线 的 所 有 渐 伸 线 的 所 有 接触 元 在 这 个 三 维 空间 中 形成 一 个 曲面 。 
我 们 还 考虑 所 有 多 项 式 x? + ax* + bx ec 组 成 的 三 维 空间 СРАЖЕНИЯХ 
舱 导 数组 成 的 平面 上 的 一 个 纤维 化 ) ， 其 中 所 有 那些 有 重 根 的 多 项 式 在 这 个 
去 维 空间 中 形成 一 个 曲面 。 

定理 (1978 年 )。 上 述 第 一 个 曲 而 在 


Bere y Ee Дий 


般 状 况 曲 线 的 拐点 的 切线 上 的 芽 ， 


Ф 此 处 原文 误 为 xd-1+aixd'3+…+Cd-is 一 -中 译 者 
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这 个 曲面 (图 85) 与 代表 在 障碍 的 边界 点 上 的 那些 平面 接触 元 组 成 的 曲 
面 C= 0 一 起 ,形成 反射 群 B 的 奇异 轨道 组 成 的 徐 。 这 个 结果 导致 了 边界 奇 
点 理论 的 出 现 (1978 年 ), 对 此 我 只 提 一 提 下 述 内 容 。 

实例 (了 H.T. 什 尔 巴 克 , 1982 年 )。 考 虑 三 维 欧 氏 空间 中 一 个 一 般 状 况 的 
曲面 上 的 一 条 一 般 状 况 曲线 。 
这 条 曲线 在 一 些 点 上 与 此 曲面 
的 曲率 线 相 接触 。: 由 边界 的 
拉 格 朗 日 奇 点 理论 可 知 ， 这 种 
情况 由 瑶 尔 的 例外 群 F4 支配 ， 
- 此 曲面 的 集 集 和 此 曲线 的 焦 集 
与 此 曲面 的 在 此 曲线 的 点 上 的 
所 有 法 线 的 并 ， 形 成 一 个 局 部 

图 85 АЕ FLOOR. 

НОВАЯ FL AURO TIIE н — ЯМ БУНИН НАНА 
偶 性 是 说 一 个 函数 在 其 所 在 的 空间 中 的 奇 点 可 与 该 函数 在 边界 上 的 限 侧 的 
HAER, 它 是 “ 拉 格 朗 日 乘 数 法 则 ?的 一 种 现代 化 了 的 形式 (И.Г. HRE 
35,1982 4E), p 

现在 回 到 平面 曲线 的 拐点 上 来 ,考虑 障碍 问题 中 的 〈 多 值 ) 时 间 函 数 的 
图 。 这 个 时 间 函 数 的 等 高 集 都 是 障碍 的 浙 伸 线 。 因此 , 它 的 图 具有 图 70 所 
绘 的 形状 (1978 年 ); 这 个 曲面 有 两 条 阶 分 别 为 3/2 和 5/2 IAE 

当 我 把 这 个 曲面 画 给 吉文 塔 利 (1982 年 ) 看 时 ,他 认为 这 个 曲面 就 是 利 维 
施 料 在 1981 年 绘 的 二 十 面体 的 对 称 组 成 的 群 Hs 的 奇异 轨道 组 成 的 镀 。 吉 
文 塔 利 的 这 个 猪 测 很 快 就 被 证 实 本 

定理 (0. 本 , 什 尔 巴克 ， 1982 年 )。 在 一 ЕЕ (多 值 ) 


“利雅 施 科 的 这 个 定理 是 把 Hs OR CHE, 描述 为 三 维 空间 中 
BRG 13, ТЗТ ЗЕ, 而 什 尔 巴克 处 理 的 是 任意 的 曲线 (t+ …,t3 
+. АЫ + e). 

在 三 维 空间 的 障碍 问题 中 ,一 般 状 况 的 面 在 渐 近 射线 与 障碍 曲面 相 切 的 
点 上 ,必定 有 同一 类 型 的 奇 点 。 
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在 本 文中 ,我 甚至 都 没有 提 到 拉 格 朗 日 奇 点 理论 和 勤 让 德 奇 点 理论 的 许 
多 重要 的 方面 ,特别 是 整体 理论 这 一 方面 ,诸如 奇 点 的 共存 性 的 理论 , 拉 招 朗 
日 配 边 理论 和 勤 让 德 配 边 理论 ( 埃 利 亚 什 伯 格 将 它们 化 成 了 同 伦 的 问题 ) 以 
及 瓦 西里 叶 夫 的 拉 格 朗 日 示 性 类 和 勤 让 德 示 性 类 (它们 都 是 马 斯 洛 夫 类 的 高 
维 推广 ) 等 等 。 

我 甚至 也 没有 提 到 简单 投影 的 庞大 的 分 类 (又 吕 诺 夫 , 1981 年 )。 例 如 ， 
在 这 个 分 类 理论 中 , 例外 的 根系 统 Р, 是 一 个 整 族 的 子孙 Fk 的 祖先 。 这 些 
理论 的 详细 内 容 以 及 一 个 庞大 的 有 关 的 书目 ,都 可 在 推荐 文献 的 第 一 至 五 章 
这 一 栏 下 的 第 四 个 文献 和 第 十 三 章 这 一 栏 下 的 第 四 个 文献 里 找到 。 

尽管 从 惠 更 斯 直到 现在 , 已 经 过 去 了 三 个 世纪 , 在 射线 系 的 几何 学 中 也 
取得 了 一 些 进展 。 但 是 , 绘 出 与 人 们 在 圳 更 斯 的 工作 中 找到 的 非常 类 似 的 图 
形 , 仍然 是 这 个 困难 的 领域 里 新 发 现 的 主要 源泉 之 一 。 在 这 个 领域 里 , 甚至 
连 三 维 的 问题 也 依然 没有 解决 ,而 且 大 量 有 用 但 出 人 意料 的 与 数学 的 其 他 一 
些 分 支 的 相互 关系 (譬如 ,障碍 问题 与 二 十 面体 的 对 称 群 H3 的 关系 ) 也 仍然 
алй. 
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附录 三 ” 弗 拉 基 米 尔 伊 加 雷 韦 奇 
МЕЖ 
斯 来 尔 卡 。 效 达 拉 符 科 符 斯 卡 @ 


1987 年 6 月 12 日 是 弗 拉 基 米尔 。 伊 加 雷 韦 奇 * 阿 诺尔 德 的 50 У E 
日 。 他 在 19 岁 的 时 候 , 就 因 证 明 每 一 个 三 个 变量 的 连续 函数 都 可 表 为 几 个 两 
个 变量 的 连续 函数 的 释 加 , 而 一 举 成 名 。 这 个 结果 完成 了 (由 他 的 导师 柯 尔 
ERES AOT UR) 希 尔 伯 特 第 十 三 个 问题 的 最 直截了当 的 解释 的 证 明 (人 们 
相信 这 个 问题 的 逆 也 是 对 的 )。 阿 诺尔 德 1959 年 毕业 于 莫斯科 国立 大 学 的 
数学 力学 系 。 在 1961 年 ,他 因 释 加 方面 的 工作 而 获得 副 博士 学 位 (这 相当 于 
美国 的 哲学 博士 学 位 )。 他 在 这 方面 的 工作 也 使 他 赢得 了 莫斯科 数学 学 会 颁 
发 的 青年 数学 家 奖 。 

阿 诺 尔 德 是 КАМ ( 柯 尔 莫 哥 洛 夫 - 阿 诺尔 德 - 摩 合 ) 理 论 的 创立 者 之 一 。 
例如 ,根据 这 个 理论 ,在 哈密 顿 系 统 的 小 扰动 之 下 ,大 多 数 不 变 环 面 都 不 会 消 
失 , 而 只 会 发 生 轻 微 的 形变 。 这 个 理论 在 数学 以 外 , 例如 在 天 体力 学 中 和 在 
等 离子 储备 系统 (plasma holding system) 里 磁力 线 的 特性 的 研究 中 ,找到 了 
大 量 的 应 用 。 他 由 于 扰动 理论 方面 的 工作 而 在 1963 年 获得 科学 博士 学 位 ， 
并 在 1965 年 与 柯 尔 莫 哥 洛 夫 联 决 获 苏联 最 高 荣誉 奖 一 一 列宁 奖 。 

阿 诺 尔 德 还 找到 了 一 种 研究 理想 气体 的 流体 动力 学 的 新 方法 , 那 就 是 把 
理想 气体 的 软 拉 方 程 , 奢 作 是 保 体积 的 微分 同 胚 组 成 的 无 穷 维 李 群 上 测 地 线 
的 方程 。 他 证 明了 这 个 群 在 许多 方向 上 的 截面 曲率 都 是 负 的 。 这 种 负 曲率 
的 存在 ,是 这 种 流体 运动 具有 不 可 预测 性 的 原因 。 

Ф 本 文 原 题 为 ‘<Conversation with Vladimir Igorevich Агпо’4”, ЖН ‹Ж 
Rab (The Mathematical Intelligencer) 1987 年 第 9 卷 第 4 期 第 28 页 至 31 页 。 


一 一 中 译 者 

© 斯 米尔 卡 * 效 达 拉 符 科 符 斯 卡 (Smilka Zdravkovska) 生 于 南斯拉夫 的 斯 科 
普 里 市 。 她 在 阿 诺 尔 德 的 指导 下 ,从 莫斯科 国立 大 学 (数学 力学 系 ) 获 得 大 学 文 任 。 后 在 
英格兰 获得 哲学 博士 学 位 ,导师 是 弗兰克 。 亚当 斯 (Frank Adams), ВЕДЯ 里 大 
学 任教 授 直到 1979 年 ,以 后 又 在 佛罗里达 大 学 教 了 一 年 书 , 自 此 之 后 一 直 是 (数学 评论 } 
的 副 主笔 。 她 内 前 的 数学 兴趣 是 在 代数 拓扑 和 几何 拓扑 上 。 
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阿 诺 尔 德 还 是 焦 散 面 和 波 阵 面 的 奇 点 与 变态 的 理论 的 创立 者 。 这 个 理 
论 的 基础 ,就 是 阿 诺 尔 德 发 现 的 这 些 对 象 与 正 多 面体 的 几何 和 晶体 的 对 称 群 
之 间 的 联系 。 这 个 理论 最 重要 的 结果 就 是 他 的 光滑 函数 的 临界 点 的 分 类 。 

实 代数 几何 最 近 10 年 来 的 迅猛 发 展 ,也 始 于 阿 诺 尔 德 1971 年 的 一 篇 专 
论 实 代 数 曲线 的 孵 形 线 的 位 置 的 文章 。 他 的 这 篇 文章 把 实 代数 几何 与 现代 
拓扑 学 联系 了 起 来 。 

阿 诺 尔 德 发 现 的 彭 加 勤 大 定理 的 高 维 推广 ,在 辛 几何 和 变 分 法 中 引起 了 
反响 。 

弗 拉 基 米尔 。 伊 加 雷 韦 奇 还 撰写 了 许多 本 书 , 其 中 有 两 本 著名 的 教科 
书 , 一 本 是 关于 常 微分 方程 的 , 另 一 本 是 关于 经 典 力学 中 的 数学 方法 的 。 他 
创造 活动 的 大 部 分 是 由 他 与 其 学 生 们 的 合作 组 成 的 。 他 担任 莫斯科 数学 学 
会 的 副 主席 约 有 20 年 了 。 在 1984 年 ,他 当选 为 苏联 科学 院 的 通讯 院士 。 从 
1965 年 起 ,他 就 一 直 是 斯 捷克 洛 夫 数学 研究 所 的 研究 员 和 莫斯科 国立 大 学 的 
教授 。 此 外 ,他 还 是 许多 数学 刊物 的 编辑 委员 会 的 成 员 。 在 1982 年 ,他 与 尼 
伦 伯 格 一 起 , 获得 了 由 瑞典 科学 院 颁发 的 第 一 届 国 味 克 雷 福 德 奖 [关于 这 个 
奖 , 请 看 < 自然 9，(1980 Æ 11 月 288 卷 第 6 期 第 7 页) 杂志 上 题 为 (填补 诺 贝 
东 奖 的 空白 >(PJugging Nobel Gap) 的 文章 ; 关于 阿 诺 尔 德 获得 此 奖 的 报道 ， 
请 署 自 然 (1982 年 第 10 期 第 107 页 至 108 页 ) 上 的 文章 ]。 他 还 被 邀请 在 
两 届 国 际 数 学 家 大 会 上 作 全 会 报告 。 他 是 巴黎 大 学 的 荣誉 博士 (1974 年 )， 
也 是 美国 国家 科学 院 (1983 年 )、 法 国 科 学 院 (1984 年 ) 和 美国 文理 科学 院 
(1987 年 ) 等 的 外 籍 院士 。 

最 后 ,他 还 因 其 几乎 天 天 必 有 的 马拉松 式 的 垂钓 , 骑 车 ,游泳 或 滑雪 旅行 


^o mue. 


下 文 是 1987 年 4 月 的 一 天 我 与 他 谈话 的 摘录 。 апр, 
“我 将 它 译 成 了 英文 。 


问 :作为 导师 , 柯 尔 莫 哥 洛 夫 的 形象 怎样 ? 

管 : 爱 因 斯 坦 在 他 的 自传 中 说 ,现代 教学 方法 没有 完全 扼 条 神圣 的 好 奇 
心 , 就 已 经 可 以 说 是 个 奇迹 了 : 对 于 这 株 脆 弱 的 小 苗木 来 说 除了 激励 之 外 ， 
主要 还 需要 自由 。” EK, Жени. Нил 
;这 个 忠告 去 做 的 。 他 从 不 解释 任何 东西 , 只 是 提出 一 些 问题 , 而 且 也 不 把 它 
们 喝 碎 。 他 给 了 学 生 完全 的 自主 权 。 他 也 从 不 强迫 学 生 去 做 什么 ,而 总 是 等 
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待 闭 从 学 生 那里 听 到 惊 入 的 消息 。 他 完全 尊重 学 生 的 个 性 这 一 点 ,是 我 所 遇 
到 的 教授 中 最 为 突出 的 。 我 只 记得 有 一 次 他 干涉 过 我 的 工作 :在 1959 年 ,他 
要 我 从 一 篇 论 轩 周 的 自 映射 的 文章 中 , 去 掉 关 于 在 心跳 中 的 应 用 的 一 节 , HE 
着 说 道 :“ 这 不 是 人 们 应 该 研究 的 经 典 问题 中 的 一 个 。” 25 年 后 , 格拉 斯 发 表 
了 这 个 理论 在 心跳 理论 中 的 应 用 ， EERIDUCIERERISNONT ENS 
个 理论 在 天 体力 学 中 的 应 用 。 

间 : 您 花 了 大 量 的 时 间 与 学 生 们 一 起 工作 ,这 对 您 的 研究 是 否 有 帮助 ? 

答 :就 我 的 学 生 们 而 言 ， 我 是 非常 幸运 的 。 在 他 们 中 有 许多 出 色 的 数学 
家 ,我 为 他 们 的 成 就 感到 娇 做 。 其 中 一 些 像 瓦尔 雁 科 、 霍 瓦斯 基 、 НН Я 
夫 、 库 什 尼 列 因 科 、 吉 文 塔 利 , 瓦 西里 叶 夫 、 利 雅 施 科 、O. 苹 . 什 尔 巴 克 , 还 是 独 
立 的 科学 家 ,与 他 们 合作 是 件 愉快 的 事 。 我 可 以 将 一 些 与 我 有 大 量 合作 的 非 
常 著名 的 数学 家 看 作 是 我 的 学 生 : 伊 利雅 申 科 、 盖 布 里 时 洛 夫 \ 古 塞 因 - 扎 德 、 
贝 恩 斯 坦 因 、 涅 伊 施 塔 特 (他 们 起 先 从 师 于 他 人 ) 以 及 代数 几何 学 家 秋 林 (在 
他 还 是 中 学 生 时 我 就 教 过 他 )。 顺 便 说 一 句 ， 我 也 教 过 著名 的 数论 专家 阿尔 
希 波 夫 和 沃 罗 宁 , 当 时 他 们 还 是 中 学 生 。 

我 也 很 重视 我 现在 这 一 代 学 生 的 工作 。 这 一 代 学 生 有 : BET. FLE 
亚 因 、 沙 彼 罗 ,人 金 效 布尔 格 , АЗА. ЕЕ, ЗН МЕ, 彼 德 罗 夫 - 塔 尼 
金 , 叉 吕 诺 夫 和 扎 卡 留 金 等 。 

我 所 感 兴趣 的 问题 , 通常 比 我 正 着 手 解决 的 要 多 ，, 而 我 的 学 生 们 为 我 分 
担 这 项 工作 ,对 我 帮助 良 多 。 

问 :关于 数学 ,您 念 些 什么 ? 

答 : 对 于 我 来 说 ,要 想 读 当代 数学 家 们 的 著述 ,几乎 是 不 可 能 的 。 因 为 他 
们 不 说 “ 彼 嘉 洗 了 手 ”, 而 只 是 写 道 :“ 存 在 一 个 ti<0，, 使 得 ti 在 自然 的 映射 
矶 ~ 敏 宫 人 t1) 之 下 的 像 属于 脏 手 组 成 的 集合 ,并 且 还 存在 一 个 t,t1<t.<<0， 
使 得 ts 在 上 面 提 到 的 映射 之 下 的 像 属 于 前 一 句 中 定义 的 集合 的 补 集 。” 不 
过 ,有 几 位 数学 i 
这 么 做 的 例子 。 

我 所 研究 的 大 多 数 文章 ,都 由 我 的 学 生 们 或 者 我 的 朋友 们 负责 向 我 解 
Ж. 我 对 上 个 世纪 的 数学 家 们 尤其 是 喜 加 鞭 的 著述 有 更 好 的 理解 ,但 我 发 现 
I17 世 纪 的 数学 家 们 的 那些 著述 最 清晰 而 且 实际 上 也 更 现代 。 顺 便 说 一 说 , 依 
TUB, ЛЖ Я НН MARAE, 是 数学 的 仅仅 充斥 
车 计 算 的 荒芜 时 代 。 


314 


RRE, AREER MARERE y m h E E h 
是 数学 的 仅仅 充斥 着 计算 的 莞 芜 时 代 。 


我 愿意 提 一 提 , 最 近 我 在 牛顿 的 < 原理 > 中 找到 的 一 个 关于 阿 贝 尔 积分 的 
拓扑 的 定理 。 数 学 家 们 以 前 似乎 没有 注意 到 这 个 定理 ,因为 牛顿 走 在 他 那个 
时 代 之 前 约 二 百年 , 可 以 自由 地 使 用 解析 开拓 的 思想 , 而 解析 开拓 在 今天 称 
之 为 单 值 化 。 我 们 说 一 条 旷 形 线 是 可 代数 平方 的 ,如 果 用 一 条 直线 从 它 切 下 
的 那 一 块 的 面积 是 该 直线 的 代数 函数 。 牛 顿 的 这 邻 定理 是 说 不 存在 o 的 
可 代数 平方 的 孵 形 线 ， 但 存在 除 一 点 外 处 处 是 оо 的 可 代数 平方 的 卵 形 线 ， 
在 那 一 点 上 对 于 任意 大 的 n 它 是 Cr 的 。 

今年 是 原理 ?出 版 三 百 局 年 纪念 。 因 此 ,我 还 要 说 一 说 那里 提 到 的 另 一 
个 问题 。 这 个 问题 是 一 个 关于 回转 体 在 非常 稀疏 的 介质 中 沿 它 的 轴 运 动 具 
有 最 小 阻力 的 变 分 问题 。 在 这 个 问题 上 , 牛顿 走 在 他 那个 时 代 前 面 三 百年 ， 
它 的 极 值 曲线 不 是 光滑 的 , 而 是 有 一 个 断 点 ,牛顿 知道 这 一 事实 。 如 季 霍 米 
罗 夫 告诉 我 的 那样 ,这 个 断 点 出 现在 牛顿 的 一 个 图 上 ,但 在 原理 后 来 的 一 
些 版 本 中 的 那个 图 上 却 没 有 了 这 个 点 。 因 为 直到 现在 , 当 这 个 问题 已 成 为 一 
个 与 字 宙 航行 学 有 关 的 课题 时 ,数学 家 们 还 是 未 能 明白 牛顿 所 说 的 是 什么 。 

间 , 有 一 些 数学 家 是 用 代数 的 方式 进行 思考 ， 也 有 一 些 是 用 几何 的 方式 
进行 思考 ,还 有 一 些 是 用 物理 的 方式 进行 思考 。 您 认为 您 是 属于 哪 一 尖 
的 呢 ? 

答 : 我 所 记得 的 头 一 个 同 题 是 一 个 算术 问题 ， 两 个 老 奴 同时 从 两 个 不 同 
的 城市 出 发 ,相向 而 行 ! 她 们 在 正午 相遇 ,之 后 都 到 达 了 对 方 出 发 时 所 在 的 城 
条 ,一 个 是 在 下 午 《 时 到 的 , 另 一 个 是 在 下 午 9 时 到 的 。 请 问 她 们 是 何 时 出 
发 的 ? 当时 还 没有 学 代数 ,这 个 问题 的 解决 (基于 相似 理论 , 这 个 理论 可 以 团 
作 是 一 种 物理 理论 ) 给 我 留 下 了 非常 强烈 的 印象 ,有 一 种 发 现 者 的 感觉 ,就 像 
以 后 每 当 我 能 够 找到 竺 看 似乎 相距 甚 远 的 事物 之 闻 的 联系 时 , 警 如 利用 四 维 
流 形 的 拓扑 在 实 代数 曲线 的 理论 与 二 次 型 的 算术 之 间架 起 了 桥梁 时 ,所 出 现 
的 感觉 。 

然而 ,我 常常 是 用 几何 的 方式 进行 思考 的 : 绘 出 图 形 而 不 是 写 下 公式 。 

问 :您 认为 数学 中 的 哪 一 个 研究 领域 最 有 前 途 ? 

答 : 数 学 有 一 个 人 们 所 不 能 不 赞叹 的 性 质 ， 就 是 它 的 最 抽象 因而 乍 一 看 
毫 无 用 处 的 一 些 分 支 , 只 要 它们 是 美的 , 便 具 有 超凡 的 效能 。 我 非常 喜欢 维 
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思 伯 格 在 1986 年 10 月 份 的 < 美国 数学 会 通告 > Notices of the AMS, 728 
页 ) 上 对 超凡 效能 所 做 的 解释 :“ 这 是 因为 一 些 数学 家 为 了 预知 哪 一 类 数学 在 
科学 上 将 是 重要 的 ,而 把 灵魂 出 买 给 了 魔鬼 。” 但 是 , 在 我 看 来 ,一 方面 当代 
数学 著述 的 绝 大 部 分 并 未 能 满足 美学 上 的 要 求 ,因而 另 一 方面 也 就 绝 不 会 有 


什么 用 处 。 也 许 不 但 过 去 情况 总 是 如 此 ,也 是 数学 的 所 必需 部 分 将 产生 的 不 


可 缺少 的 条 件 。 

一 大 群 苏联 数学 家 以 比较 严肃 的 态度 , 试图 在 一 套 多 卷 本 的 著作 数学 
的 当代 问题 :基本 方向 ?中 阐述 他 们 关于 数学 的 观点 。 自 1985 年 起 , 这 套 书 
已 出 版 了 十 二 卷 。 我 比较 喜欢 < 代数 学 1 >( 沙 法 列 维 奇 ) 和 < 拓扑 学 1 > (C. 
工 . 诺 维 科 夫 与 富 克 斯 合 著 ) 这 两 卷 。 我 也 参加 了 几 卷 的 撰写 ,它们 是 《动力 系 
Hl» (与 安 罗 索 夫 和 伊利 雅 申 科 合 著 )、 关 于 辛 几何 的 综述 与 吉文 塔 利 合 
写 )、 关 于 分 歧 理 论 的 综述 (与 伊利 雅 申 科 、 阿 夫 拉 依 莫 维 奇 和 希 里 尼 科 夫 合 
写 ) 和 关于 突变 理论 的 综述 , 等 等 。 施 普 林 格 出 版 公司 把 这 些 著作 都 译 成 了 
英文 。 

问 , 看 来 ,西方 和 苏联 的 数学 活动 方式 的 差别 之 一 是 ,你 们 这 里 的 数学 家 
都 集中 在 一 两 个 中 心 。 这 种 状况 有 些 什么 长 处 和 弊病 ? 

答 : 大 多 数 活跃 的 数学 家 都 集中 在 莫斯科 和 列宁 格 勤 这 两 个 地 方 ， 就 为 
我 们 提供 了 使 被 地 理 分 隔 开 的 数学 家 们 能 经 常 接触 的 机 会 。 例 如 ,我 兽 有 幸 
与 一 些 同 时 在 同一 所 大 学 里 工作 的 数学 家 , 像 柯 尔 莫 哥 洛 夫 、 彼 得 罗 夫 斯 基 、 
博 哥 留 波 夫 、 柳 斯 特 尔 尼克 、 邦 德里 亚 金 (JLC. Hompsram),H.C. 诺 维 科 
夫 、 马 尔 可 夫 、 盖 尔 法 德 、 沙 法 列 维 奇 、 УБЕ, 亚历山大 洛 
夫 , 登 此 , 维 图 什 金 , 项 洛 夫 和 波斯 特 尼 科 夫 , 以 及 一 些 物 理学 家 ,你 列 昂 托 维 
奇 ,阿尔 齐 莫 维 奇 , 塔 姆 , ЗН, Е.М. ЖЕНЯ И.М. ЯНА, 等 一 起 进 
每 研究 .同时 ,与 我 的 下 述 一 些 同学 ,参加 了 同一 个 讨论 班 : 阿 列 克 谢 耶 夫 、 西 
纳 依 、 安 诺 索 夫 、 马 宁 、C.II. 诺 维 科 夫 、 基 里 洛 夫 、 富 克 斯 \ 朱 丽 娜 \ 温 别 尔格 和 
帕 拉 莫 条 夫 , 马 斯 洛 夫 和 法 捷 耶 夫 要 年 长 几 岁 。 


大 多 数 活 路 的 数学 家 都 集中 在 英 斯 科 和 列宁 格 勒 这 两 个 地 
方 ， 就 为 我 们 提供 了 使 被 地 理 分 晤 开 的 数学 家 们 能 经 常 接触 
的 机 会 。 
这 样 集中 的 弊病 是 ,年 青 数学 家 们 难以 找到 职位 , 而 他 们 又 都 想 在 莫 斯 
科 或 列宁 格 勤 工 作 ,在 这 两 个 地 方 要 想 找到 一 份 工作 是 越 来 越 难 了 。. 
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间 : 最 近 ( 在 1986 年 12 月 ) 政 治 局 正式 通过 了 一 项 关于 在 苏联 增强 数学 
作用 的 决议 。 您 认为 这 项 决议 对 这 里 的 数学 状况 会 有 怎样 的 影响 ? 

答 :在 60 年 代 初期 ， 一 大 群 能 力 很 强 的 数学 家 同时 拥 入 莫斯科 ， 就 与 
1953 年 之 后 数学 发 展 的 条 件 急 剧 地 改善 紧密 相关 。 人 们 可 以 期 望 现在 的 改 
革 @ 将 会 有 类 似 的 满意 结果 ,尽管 它们 并 不 会 马上 到 来 。 

问 : 请 告诉 我 们 ， 您 最 近 为 什么 从 莫斯科 国立 大 学 转 到 斯 捷克 洛 夫 数学 
研究 所 并 以 它 为 主要 机 关 ? 

答 :我 不 得 不 离开 莫斯科 国立 大 学 ,是 因为 在 1973 年 彼得 罗 夫 斯 基 故 去 
之 后 数学 系 的 条 件 恶 化 了 。 自 1953 年 以 来 ,彼得 罗 夫 斯 基 一 直 是 校长 ,他 为 
莫斯科 的 数学 发 展 做 了 大 量 的 工作 。 随 后 ,几乎 同时 继任 校长 收 赫 洛 夫 在 登 
山 探险 队 里 也 意外 地 故去 了 。 很 难 预 料 专家 们 权限 的 逐步 降低 (甚至 成 尔 巴 
乔 夫 也 谈 到 了 这 点 ) 给 数学 发 展 和 整个 国家 所 带 来 的 后 果 。 

各 ,传闻 您 卷 入 了 优先 权 之 争 。 这 是 真 的 吗 ? 

答 : 我 从 来 没有 引起 过 优先 权 之 争 ， 不 管 是 与 苏联 的 数学 家 还 是 与 西方 
的 数学 家 。 与 西方 数学 家 不 和 , 似乎 会 引起 这 类 问题 , 但 并 不 涉及 某 某 结果 
是 属于 谁 这 样 的 事 , 而 是 涉及 到 这 样 一 个 问题 : 当 一 个 结果 最 早 是 发 表 在 一 
本 俄 文 的 著作 中 , 而 如 果 之 后 西方 又 发 表 了 一 个 类 似 的 结果 , 那么 人 们 是 否 
应 该 引用 那 本 俄 文 的 著作 呢 ? 西方 人 通常 大 致 是 这 样 引用 的 ,“ 这 个 结果 属 
于 N( 见 [xJ) ,之 后 [y] 出 现 了 ”。 这 里 的 [y] 是 一 篇 俄 文 文章 的 1979 年 发 表 的 
英文 译文 。 它 的 原文 包含 有 这 个 结果 的 证 明 ， 是 1975 年 提交 、1977 年 发 表 
的 。 而 [x] 却 是 某 个 西方 作者 的 预 印 本 ， 其 中 的 这 个 结果 是 1980 年 才 宣布 
的 。 数 字 上 的 差距 有 时 竞 达 10 年 。 

所 有 苏联 的 数学 家 都 时 常 遇 到 这 种 情况 ,但 大 多 数 认 为 这 是 缺乏 私人 交 
往 的 一 个 不 可 避免 的 结果 。 我 自己 不 可 能 抱怨 别人 引用 少 了 我 的 工作 ,也 绝 
没有 抱怨 过 。 但 我 坚持 认为 , 西方 数学 家 们 应 当 适当 地 引用 我 的 老师 们 ( 特 
草 是 柯 尔 莫 哥 洛 夫 、 博 哥 留 波 夫 和 安 德 洛 诺 夫 ) 以 及 我 的 学 生 们 的 文章 。 

让 我 们 从 书架 上 随手 拿 一 期 数学 创作 ,来 数 一 数 参考 文献 和 俄 文 文章 
的 篇 数 “ 在 (1986 年 86 卷 第 2 期 ) 8 篇 文章 的 156 篇 参考 文献 之 中 , 即使 把 
这 些 ( 贝 林 松 的 著作 ) 在 法 国 发 表 的 算 在 内 ,也 只 有 两 篇 文章 系 苏 联 数 学 家 所 
作 。< 引 用 索引 3 (Index of Citations, Garfield) 统计 的 结果 更 精 , 是 一 个 七 
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百 对 一 的 比率 。 这 似乎 使 我 联想 到 这 是 一 种 联合 抵制 行动 。 为 了 比较 ,让 我 
们 从 书架 上 拿 一 期 < 泛 函 分 析 及 其 应 用 >(1987 年 21 卷 第 1 期 )， 在 5 篇 大 文 
章 的 62 篇 参考 文献 中 , 22 篇 是 俄 文 的 , 40 篇 是 外 文 的 。 我 认为 这 更 接近 真 
实 的 比率 。 

在 某 些 情形 下 , 当 我 见 到 西方 发 表 的 文章 重复 了 俄 文 的 著述 时 , 我 会 通 
知 该 文 的 作者 知道 这 件 事 。 结果 ,在 大 多 数 情况 下 , 这 个 作者 并 未 有 意识 地 
去 了 解 俄 文 的 工作 ,但 俄 文 的 文献 的 的 确 确 存在 。 尽 管 如 此 ,我 仍然 认为 ,不 


在 某 些 情 形 下 ， 当 我 见 到 西方 发 表 的 文章 重复 了 俄 文 的 著述 

时 ， 我 会 通知 该 文 的 作者 知道 这 件 事 。 
引用 平行 的 俄 文 文章 的 做 法 , 太 随 随 便便 , 太 心 安 理 得 了 。 

这 类 误差 对 苏联 有 才华 的 年 青 人 的 命运 ,是 毁灭 性 的 打击 。 而 外 国 数学 
家 们 却 认 为 ,把 结果 归功 于 无 能 的 竞争 者 比 归 功 于 一 个 同行 要 更 容易 些 。 

问 :您 到 底 查 不 查 评论 性 刊物 ? 

和 警 : 切 比 雪夫 劝告 人 们 不 要 了 解 他 人 在 做 什么 ,以 免 损 害 你 自己 的 创见 。 
我 几乎 从 不 浏览 评论 性 刊物 , 当 我 偶而 为 之 时 , 我 发 现 它们 令 人 苦恼 。 显 而 
易 见 , 经 典 问题 的 捏造 的 答案 常常 得 到 了 相当 肯定 的 评论 (由 此 显 见 , 评 论 员 
甚至 不 怀疑 这 种 结果 的 狂人 听闻 的 本 性 )。 < 原理 的 评论 或 许 会 写成 这 样 ， 
“作者 研究 了 加 锥 曲线 的 一 些 性 质 。 书 中 阐述 了 作者 撰写 本 书 的 天 文学 动 
机 。 书 中 有 许多 图 片 ,它们 使 得 本 书 更 为 难 慌 。 书后 没有 索引 ,命题 序号 的 
排列 也 极为 令 人 遗 希 。 书 中 还 宣布 解决 了 一 个 变 分 问题 ,但 评论 员 未 能 重新 
构造 出 它 的 证 明 。 作者 还 对 著名 的 笛 卡尔 理论 是 否 正确 表示 怀疑 。 在 评论 
员 看 来 ,( 关 于 上 帝 是 否 存在 的 ?最 后 结论 是 没有 适当 根据 的 .” 此 外 , 如果 评 


我 几乎 从 不 浏览 评论 性 刊物 , 当 我 偶而 为 之 时 ,我 发 现 它们 令 

A* d. 
论 的 是 一 篇 俄 文 文章 ,那么 “由 A 可 得 B" 这 个 定理 会 被 译 成 “由 了 可 得 A"。 
在 我 年 青 的 时 候 , 这 样 的 评论 使 我 感到 气愤 。 但 现在 我 知道 ,一 般 水 平 的 评 
论 员 都 自动 地 省 去 了 所 有 本 质 上 是 新 的 和 不 寻常 的 东西 ,而 那些 能 够 论 及 工 
作 的 实质 的 评论 ,通常 要 么 是 对 模仿 者 的 工作 一 一 众所周知 的 领域 里 的 一 连 
串 的 著述 ,这样 的 文章 对 于 评论 员 来 说 要 容易 理解 得 多 一 一 的 评论 , 要 么 是 
评论 员 的 朋友 的 文章 的 评论 。 Е НАТ 来 查 
找 我 所 感 兴趣 的 某 位 作者 的 作品 。 
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E condi. s агссан 


МАНН ЕР ИЕН. BEEG? 

答 : 当 我 不 能 证 出 什么 东西 来 的 时 候 , 我 就 穿 上 滑雪 板 , 滑 上 40 至 60 А 
里 (通常 是 穿 游泳 祷 )。 在 这 段 时 间 内 , 困难 常常 自行 消解 了 , 回来 时 我 就 有 
了 一 个 现成 的 答案 ,或 者 不 管 怎样 我 知道 下 一 步 该 怎么 做 了 。 验 证 之 后 又 会 
发 现在 用 这 样 的 方法 得 到 的 这 个 答案 中 还 有 错 , 但 这 现在 却 是 另 一 个 障碍 
了 ,再 用 局 一 个 方法 又 可 以 克服 它 。 

为 了 消遣 , 除了 别 的 以 外 , 我 还 喜欢 听 维 瓦尔 迪 和 莫扎特 的 音乐 以 及 巴 
赫 的 勃 兰 登 堡 交响 乐 。 


= Ш 


我 要 感谢 塔 佳 纳 。 别 洛克 里 尼 北 卡 亚 、 阿 斯 科 尔 特 。 稚 瓦斯 基 和 亚 历 山 
德尔 。 瓦 尔 琴 科 所 给 予 的 帮助 。 
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推荐 文责 


第 一 一 五 章 
更 全 的 书目 可 在 下 列 文献 中 找到 ， 
T. Poston, I. Stewart: Catastrophe theory and its applications. Pit- 
man, London-San Francisco-Melbourne 1978, 491 D. 
V. I. Arnol' d, S. M. Gusein-Zade, A. N. Varchenko: Singularities of 
differentiable maps. 
vol. I, Nauka, Moscow 1982, 304 р. (英文 译本 : DBirkháuser, Boston 
1985, 382 p.) . 
vol. II, Nauka, Moscow 1984, 336 р. (英文 译本 : Birkháuser, Boston, 
to appear) 
E. C. Zeeman, B. W. W.: 1981 Bibliography on catastrophe theory. 
Coventry, University of Warwick 1981, 73 р. 
У І. Arnol' d: Singularities of systems of rays. Usp. Mat. Nauk 38: 
2 (1983), 77-147 (英文 译文 : Russ. Math. Surv. 38: 2 (1983), 87-176). 
орі Nauki Tekh., Ser. Sovrem. Probl. Mat. (数学 的 现代 问题 ) 22, Vi- 
niti, Moscow 1983 (英文 译文 : J. Sov. Math. 27: 3 (1984). 


или 

#2108) 1879 年 的 论文 

H. Poincaré: Sur les propriétés des fonctions définies par les équations 
aux différences partielles, in: Oeuvres de Henri Poincaré, Tome I. 
Gauthier-Villars, Paris, 1951, XLIX-CXXIX. 

将 零 维 完全 相交 的 通用 形变 定理 ( 引 理 ТУ, р. LXD 和 标准 型 的 方法 与 其 它 

东西 混杂 在 一 起 。 


安 德 洛 诺 夫 在 下 文中 首次 提出 结构 稳定 性 理论 和 分 歧 理论 ， 
120 


| 


А. А. Andronov: Mathematical problems of the theory of self-Oscil- 
lations (in Russian), in: I Vsesoyuznàya konferentsiya pokolebaniyam, 
M. L., GTTI, 1933, pp. 32-72 (reprinted in Andronov’ s Collected 
Works, Moscow 1956, DD. 85-124). 


1939 年 发 表 的 他 与 列 昂 托 维 奇 合 写 的 论文 , 包含 了 关于 在 其 中 生成 了 余 维 

数 为 

芍 分 界线 的 图 生成 的 ) 一 一 的 理论 。 请 罩 下 文 : 

А. А. Andronov, E. A. Leontovich: Some cases of the dependence of 
limit cycles on parameters (为 俄 文 的 ). Uchenye Zapiski Gør’ Kovskogo 
Gosudarstvennogo Universiteta, Issue 6, 1939. |. 


关于 指数 不 稳定 性 在 流体 动力 学 中 的 应 用 ,可 参 夏 ， 

V. І. Arnol' d: Sur 1а géometrie différentielle des groupes de Lie de 
dimension infinie et ses applications à 1' hydrodynamique des flui- 
: des parfaits. Ann. Inst. Fourier, 16, 1 (1966), 319-361. 


与 这 一 章 内 容 有 关 的 几 篇 新 近 的 文章 

Yu. S. П’ yashenko: Weakly contracting systems and attractors of 

* the Galerkin approximations of the Navier-Stokes equation озах 
: Bj). Usp. Mat. Nauk 36: 3 (1982), 243-244. r 

Yu, S. И’ yashenko, А. М. Chetaev: Weakly contracting systems and 

7attractors of the Galerkin approximations of the Navier-Stokes equa- 
tions on a two-dimersional torus (为 俄 文 的 )，Uspekhi Mekh. 5:1/2 
/» (1982), 31-63. 

А. V. Babin, M. 1. Vishik: Attractors of partial differential evo- 
lution equations and estimates of their dimension. Usp. Mat. Nauk 
38:4 (1983)，133-187( 英 文 译文 : Russ. Math. Surv. 38:4 (1983), 151 

122218). 


博 格 达 洛 夫 定理 公布 在 下 文中 ， 
У. І. Arnol’ d: Lectures on bifurcations in versa] families. Usp. Mat. 


H 


Nauk 27:5 (1972), 119-184 (英文 译文 : Russ. Math. Surv. 27:5 (1972), 
54-123). 


这 个 定理 的 几 个 证 明 可 在 下 面 几 篇 文章 中 找到 ， 

К. Г. Bogdanov: Bifurcation of the limit cycle of a family of plane 
vector fields. Tr. Semin. Im. І. С. Petrovskogo 2 (1976), 23-35(3& 
文 译 文 : Sel. Math. Sov. 1 (1981), 373-387). 

R. I. Bogdanov: Versal deformation of a singularity of a vector field 

”on the plane in the case of zero eigenvalues. Tr. Semin. Im. I. G. 
Petrovskogo 2 (1976), 37-65077: Sel. Math. Sov. 1 (1981), 389 
7421). 

阶 为 ?3 或 5 的 对 称 的 情形 ， 

V. К. Melnikov: Qualitative description of resonance phenomena in 
nonlinear systems 《为 俄 文 的 ). Dubna, О. I. Ya. F., P-1013 (1962), 
1-17 

Е. І. Khorozov: Versal deformations of equivariant vector fields for 
the cases of symmetry of order 2 and 3 (为 俄 文 的 ). Tr. Semin. Im. 
1. С. Petrovskogo 5 (1979), 163-192. 


阶 为 4 的 对 称 ， 

V. I. Arnol' d: Loss of stability of self-oscillations close to resonance 
and versal deformations of equivariant vector fields. Funkts. Anal. 
Prilozh. 11:2 (1977), 1-10 (英文 译文 : Funct. Anal. Appl. 11 (1977), 
85-92). 

A. I. Nejshtadt: Bifurcations of the phase pattern of an equation 
system arising in the problem of stability loss of selfoscillations 

. close to 1:4 resonance. Prikl. Mat. Mekh. 42 (1978), 830-840 (英文 
译文 ; J. Appl. Math. Mech, 42 (1978), 896-907). 

F. S. Berezovskaya, A. I. Khibnik: On the bifurcation of separatrices 
in the problem of stability loss of auto-oscillations near 1:4 reson- 
ance. Prikl. Mat. Mekh. 44 (1980), 938-943 《英文 译文 : J. Appl. 
Math. Mech. 44 (1980), 663-667). 
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第 七 章 
列 旺 托 弗 斯 基 的 有 限定 理 的 证 明 见 下 文 : 
L.'V. Levantovskij: Singularities of the boundary of the stability 


ботаіп. Funkts. Anal. Prilozh. 16:1 (1982), 44-48 (英文 译文 : Funct. 
Anal. Appl. 16 (1982), 34-37). | 


NM 
关于 从 在 其 它 一 些 文献 中 提出 的 理论 得 出 的 不 同方 法 和 不 同 结果 ,请 比较 。 
С. Wassermann: Stability of unfoldings in space and time. Acta Math, 


186 (1975), 57-128. 


波 阵 面 的 变态 的 图 形 最 早出 现在 下 文中 : 

У. 1. Arnold: Critica) points of smooth functions, in: Proceedings of 
the International Congress of Mathematicians (Vancouver, 1974) vol. 
1. Canadian Mathematical Congress 1975, pp. 19-39. 


焦 散 面 和 波 阵 面 的 变态 的 理论 依赖 于 下 文 的 结果 ， 


У, I. Arnol’ d: Wave front evolution and equivariant Morse lemma. 
"Commun. Pure App). Math. 29 (1976), 557-582. 


以 及 下 文 的 结果 ， 
V. M. Zakalyukin 的 学 位 论文 (为 俄 文 的 ). Moscow State University, 
. 1078, 145 P. 


上 文 的 一 部 分 结果 发 表 在 下 述 两 篇 文章 中 ， 

W:M. Zakalyukin: Reconstructions of wave fronts depending on one 
parameter. Funkts. Anal. Prilozh. 10:2 (1976), 69-70 《英文 译文 : 
Funct. Anal. Appl. 10 (1976), 139-140). 

V. M. Zakalyukin: Legendre mappings in Hamiltonian systems, in: 
“Some Problems of mechanics (为 俄 文 的 ). MAI, Moscow 1977, рр. 
11-16. 


ылан ааа ба с: 


| 
| 
| 
| 
| 


焦 散 面 的 变态 的 图 形 最 早 发 表 在 这 个 小 册子 的 俄 文 第 一 版 中 ， 

V І. Arnol’ d: Catastrophe theory (为 俄 文 的 ). Priroda, Issue 10, 1979, 
54-63. 

在 这 篇 文章 的 坎 特 的 法 译本 (Matematica, May 1980, 3-20) 中 ， 这 个 图 

形 被 代 之 以 一 页 汤姆 的 评注 。 


V. M. Zakalyukin: Reconstructions of fronts and caustics depending 
оп a parameter and versality of mappings, in: Itogi Nauki Tekh,., 
Ser. боугет. Probl. Mat. (Contemporary Problems of Mathematics) 
22, Viniti, Moscow 1983, рр. 56-93 (英文 译文 : 丁 Sov. Math. 27 
(1984), 2713-2735). 


关于 双重 焦 散 面 的 理论 , 见 下 文 ， 

V. І. Arnol’ d: Restructurings of singularities of potential flows in a 
collisíon-free medium and metamorphoses of caustics in three-dimen- 
sional space (为 俄 文 的 ). Tr. Semin. Im. І. С. Petrovskogo 8 (1982), 
21-57. 

在 1980 年 秋季 的 彼得 罗 夫 斯 基 讨论 班 上 公布 了 这 些 结果 ( 见 Usp Mat. 

Nauk 36:3 〈1981))， 并 且 这 些 图 形 最 先 出 现在 这 本 书 的 1981 ERCK 

中 。 在 其 它 情 形 中 , 这 些 曲面 的 一 些 后 来 出 现在 什 尔 巴克 、 盖 弗 雷 和 普 莱 希 

斯 (du Plessis) 等 人 的 工作 中 《在 什 尔 巴克 的 工作 中 , 是 以 空间 曲线 的 切线 

并 的 形式 出 现 的 ) 。 


焦 散 面 和 波 阵 面 的 奇 点 的 直至 十 维 的 分 类 ， 

V. M. Zakalyukin: Lagrangian and Legendrian singularities. Funkts. 
“Anal. Prilozh. 10:1 (1976)，26-36，( 英 文 译文 : Funct. Anal. Appl. 10 
(1970), 23-31). 


及 其 修正 ， 

У. І. Arnol’ d, S. M. Gusein-Zade, А. М. Varchenko: Singularities of 
differentiable maps I: The classification of critical points, caustics 
and wave fronts. Nauka, Moscow 1982, $21 (英文 译文 : Birkhauser, 


hi 


Boston 1985). 


关于 冰 的 运动 的 工作 ， 
J. F. Nye, A. S. Thorndike: Events in evolving three-dimensional 


vector fields. J. Phys. A13 (1980), 1-14. 


LE i 
Ya. B. Zeldovich: Gravitational instability: an approximate theory 


for large density perturbations. Astron. Astrophys. 5 (1970), 84-89.- 

У. 1. Arnol' d, S. Е. Shandarin, Ya. B. Zeldovich: The Large Scale 
Struclure of the Universe I. General properties. One and Two-Di- 
mensional Models. Geophys. Astrophys. Fluid Dyn. 20 (1982), 111- 
130. 5 

V. I. Arnol’ d: Restructurings of singularities of potential flows in 
a collision-free medium and metamorphoses of caustics in three-di- 
mensional space (为 俄 文 的 ). Tr. Semin. Im. I. G. Petrovskogo 8 
(1982), 21-57. 

V. I. Arnol’ й: Some Algebro-Geometrical Aspects of the Newton 
Attraction Theory, in: Arithmetic and Geometry II: Geometry. Prog. 
Math. 36, Birkháuser, Boston 1983, 1-3. 

S. F. Shandarin, Percolation theory and cellular structure of the uni- 
verse (为 俄 文 的 ). Preprint, Inst. Appl. Math., USSR Academy of 
Sciences, 1982 n 137, 1982, 1-15. 


ж+ж 

L. М. Bryzgalova: Singularities of the maximum of а parametrically 
dependent function. Funkts. Anal. Prilozh. 11:1 (1977), 59-60045 

^ REX: Funct. Anal. Appl. 11 (1977), 49-51). : 

L. N. Bryzgalova: Maximum functions of a family of functions de- 
pending on parameters. Funkts. Anal. Prilozh. 12:1 (1978), 66-67 
《英文 译文 : Funct. Anal. Appl. 12 (1978), 50-51). 

У. А. Vasil' ev: Asymptotic exponential integrals, Newton's diagram, 


3445 


ЕО ася 


了 


and the classification of minimal points. Funkts. Anal. Prilozh. 11: 
3 (1977), 1-11 (英文 译文 : Funct. Anal. Appl. 11 (1977), 163-172). 

V. I. Matov: The topological classification of germs of the maximum 
and minimax functions of a family of functions in general position. 
Usp. Mat. Nauk 37:4 (1982), 129-130 《英文 译文 : Russ. Math. Surv. 
37:4 (1982), 127-128). 

V. I. Matov: Ellipticity domains for generic families of homogeneous 
polynomials and extremum functions (为 俄 文 的 ). Funkts. Anal. Pri- 
lozh. 19:2 (1985), 26-36 (英文 译文 将 发 表 在 Funct. Anal. Appl. 19 
(1985) Е). 


第 十 一 章 

达 维 多 夫 的 分 类 公布 在 他 的 学 位 论文 中 ， 

А. А. Davydov: Singularities in two-dimensional control systems (为 
俄 文 的 ). Moscow State University, 1982, 149 D. 


这 些 结果 也 公布 在 下 面 的 两 篇 文章 中 
А. А. Davydov. Singularities of the admissibility boundary in two- 


dimensional control systems. Usp. Mat. Nauk 37:3 (1982), 183-184 
(英文 译文 : Russ. Math. Surv. 37:3 (1982), 200-201). 

А. А. Davydov: The boundary of attainability of 2-dimensional con- 
trol systems (为 俄 文 的 ). Usp. Mat. Nauk 37:4 (1982), 129. 


它们 的 证 明 ( 部 分 ?发表 在 下 面 的 文章 中 ， 

А. А. Davydov: The boundary of an attainable set of a multidimen- 

- sional control system (为 俄 文 的 ). Tr. Tbilis. Univ. 232-233, ser. 
Mat. Mekh. Astron. 13-14 (1982), 78-96. 

(on the Lipschitz and Hólder continuity of the boundaty), 和 下 面 的 文 
章 中 ， 

A. A. Davydov: Normal forms of a differential equation, not resolved 
with respect to the derivative, in a neighbourhood of а singular 
point (为 俄 文 的 ) Funkts. Anal. Prilozh. 19:2 (1985), 1-10. (英文 译文 
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1 


将 出 现在 Funct. Anal. Appl. 19 (1985)). 

达 维 多 夫 的 这 些 定理 的 前 渤 可 在 下 书 中 找到 ， 

V. I. Arnol' d: Ordinary differential equations (3rd edition) (为 俄 文 
的 ). Nauka, Moscow 1984, 272 P., рр. 266-267. 


凸 包 的 奇 点 ， 三维 空 间 中 的 曲面 : 

V. M. Zakalyukin: Singularities of convex hulls of smooth manifolds, 
Funkts. Anal. Prilozh. 11:3 (1977), 76-77 (EXE X: Funct. Anal. 
Appl. 11 (1977), 225-227). 


三 维 空间 中 的 曲线 ， 

V. D. Sedykh: Singularities of the convex hull of a curve in 及 3， 
Funkts. Anal. Prilozh. 11:1 (1977), 81-82 《英文 译文 : Funct. Anal. 
Appl. 11 (1977), 72-73). mr. 


一 般 情形 ， 

У. D. Sedykh: Singularities of convex hulls. Sib. Mat. Zh. 24:$ 

' (1983), 158-175 (英文 译文 : Sib. Math. J. 24 (1983), 447-461). 

V. D. Sedykh: Functional moduli of singularities of convex hulls of 
manifolds of codimensions 1 and 2. Mat. Sb., Nov. Ser. 119 (161) 
(1982), 233-247 《英文 译文 : Math. USSR, Sb. 47 (1984), 223-236). 


第 十 二 家 

A. L. Kergosien, В. Thom: Sur les points paraboliques des surfaces: 

С. В. Acad. Sci., Paris, Ser. А 290 (1980), 705-710. 

(其 中 的 一 些 错误 在 C. В. 第 二 年 的 一 个 注 记 中 部 分 地 得 到 了 更 正 ， 

Y. L. Kergosien: La famille des projections orthogonales d' une sur- 
face et ses singularités. C. В. Асай. Sci., Paris, Ser. І 292 (1981), 
929-932.) 


О. A. Platonova: Singularitics of projections of smooth surfaces. Usp. 
Mat. Nauk 39:1 (1984), 149-150 《英文 译文 : Russ. Math. Surv. 39:1 
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(1984), 177-178). 
О. A. Platonova: Singularities of the mutual disposition of a sur- 


face and a line. Usp. Mat. Nauk 36:1 (1981), 221-222 (英文 译文 ， 
Russ. Math. Surv. 36:1 (1981), 248-249). 

О. A. Platonova: Projections of smooth surfaces (为 俄 文 的 )，Tr，Se- 
min. Im. I. G. Petrovskogo 10 (1984), 135-149. 

《这 些 文章 只 是 下 文 的 一 部 分 : 

O. A. Platonova' s Thesis (为 俄 文 的 ). Moscow State University, 1981, 
150 р.). 


E. E. Landis: Tangential singularities. Funkts. Anal. Prilozh. 15:2 
(1981), 36-49 (29: Funct. Anal. Appl. 15 (1981), 103-114). 

《这 篇 文章 包含 了 下 文 的 结果 ， 

E. E. Landis's Thesis (为 俄 文 的 ). Moscow State University, 1983, 


142 p). 


V. І. Arnol’ d: Singularities of systems of rays. Usp. Mat. Nauk 38: 
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